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6. Fast freie Elektronen: Bandstrukturen

6.1 Probleme des Modells freier Elektronen; periodisches Potential

Im Modell der freien Elektronen werden Wechselwirkungen zwischen Valenzelektro-
nen und Atomriimpfen vollstindig vernachlédssigt. Dies ist auch in den meisten Fillen
eine gute Nidherung. Sie hat allerdings auch ihre Grenzen. Die wichtigsten Diskrepanzen
zwischen der Niherung der freien Elektronen und der experimentellen Wirklichkeit sind:

8 Elektrische Leitfidhigkeit. Experimentell Zeichnung Leitféihigkeit

beobachtet man vor allem drei Klassen von
Materialien die sich qualitativ unterscheiden: Metalle, Halbleiter, und Isolatoren. Bei
Isolatoren ist die elektrische Leitfdhigkeit sehr klein, der Widerstand betrigt

typischerweise mehr als 1012 Om. Halbleiter verhalten sich am absoluten Nullpunkt wie
Isolatoren, doch ihre Leitfahigkeit nimmt mit steigender Temperatur zu. Bei Metallen ist
die Leitfdhigkeit bei allen Temperaturen hoch, nimmt aber mit steigender Temperatur ab.

Die unterschiedliche Leitfahigkeit verschiedener |Fglje Ladungstréigerdichte

Materialien kann direkt auf die
Ladungstrigerdichte zuriickgefiihrt werden. Gerade dariiber sagt das Modell der freien
Elektronen nichts voraus.

* Gemiss dem Modell der freien Elektronen sollte der Hall-Koeffizient Ry = -

I/ne sein. In vielen Metallen findet man jedoch Abweichungen, welche von Temperatur
und Magnetfeldstirke abhingen.

g Das Wiedemann-Franz Gesetz ist nur bei sehr tiefen und hohen Temperaturen
exakt erfiillt.
8 Die Wiarmekapazitit von Metallen bei tiefen Temperaturen weicht von der

linearen Temperaturabhiingigkeit ab, insbesondere fiir Ubergangsmetalle und etwas
weniger fiir Edelmetalle.

Diese Abweichungen konnen erklédrt werden, wenn wir die Wechselwirkung zwischen
dem periodischen Potential der Atomriimpfe und den Elektronen in einer
storungstheoretischen Niherung wieder einfiihren.

Zeichnung: Eigenfunktionen des Ortsoperators vs. Eigenfunk-
tionen des Impulsoperators.

Man kann diese Korrektur auch folgendermassen betrachten: In einem System freier
Elektronen ist der Hamiltonoperator eine Funktion des Impulsoperators und die
Eigenfunktionen des Hamiltonoperators dementsprechend die Eigenfunktionen des
Impulsoperators. Fiir isolierte Atome enthilt dominiert die potentielle Energie iiber die
kinetische und die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sind deshalb lokalisiert. Ein
wirklicher Kristall befindet sich zwischen diesen beiden Extremen: Die kinetische
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Energie fordert die Delokalisierung, die potentielle Energie der Atomeriimpfe eine
Lokalisierung. Da die beiden Operatoren fiir Potential (d.h. der Ortsoperator) und
kinetische Energie (d.h. Impulsoperator) nicht miteinander vertauschen

[Hikin, VI #0

sind die Eigenfunktionen weder durch diejenigen des freien Elektrons, noch durch
diejenigen der vollstindig gebundenen Elektronen gegeben. Die wirkliche Situation liegt
also zwischen diesen beiden Extremen. Man n#hert sich dieser Situation entweder vom
Modell der freien Elektronen, was in diesem Kapitel geschehen soll, oder von der Seite
der lokalisierten Elektronen, was z.B. bei der ,,starken Lokalisierung* gemacht wird, also
bei Systemen mit relativ stark gebundenen Elektronen.

Die freien Elektronen werden durch Wellenfunktionen des Typs eikr beschrieben. Wir
beriicksichtigen das periodische Potential als eine Storung dieser Eigenfunktionen. Das
Potential nihern wir zunichst durch eine Summe von Deltafunktionen am Ort der Kerne
an:

V=-ze? 3, 5(x-sa) . Zeichnung Deltafunktionen

Dieser Potentialterm muss im Hamiltonoperator

zur kinetischen Energie der freien Elektronen addiert werden. Wenn wir den
entsprechenden Operator auf die Zustandsfunktionen der freien Elektronen anwenden
erhalten wir

<KX |V | elkXs = _ 5 o2 % o-ik’sa oiksa _ _ o2 5 eik-k’)sa

d.h. wir summieren iiber eine unendliche Reihe, wobei der Zeichnung: Phasen
Betrag jeder Zahl eins ist, wihrend die Phase um (k-k’)a
zunimmt. Die Summe verschwindet deshalb immer, ausser wenn diese Phase gleich null
1st, d.h.

k’-k=2n m/a

oder wenn sich die beiden Wellenvektoren um einen reziproken Gittervektor unter-
scheiden.

Ein nicht verschwindender Beitrag ergibt sich somit zunichst fiir den Fall k’=k, d.h.
fir die Diagonalelemente. Dieser Beitrag ist fiir alle Zustéinde identisch und stellt
lediglich eine Verschiebung des Energie-Nullpunktes dar. Er kann direkt dem konstanten
Teil des Potentials zugeordnet werden. Da er keinen Einfluss auf die Zustédnde oder die
Dynamik des Systems hat werden wir ihn von jetzt an vernachlédssigen.

Fir k’#k, d.h. fiir Ausserdiagonalelemente ergibt sich offenbar genau dann ein
endlicher Wert wenn die Bragg-Bedingung erfiillt ist, d.h. wenn die Differenz der
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Wellenvektoren einem Vektor des reziproken Gitter entspricht. Somit reflektiert das
periodische Potential die Elektronenwellen genauso wie Rontgenwellen. Wir konnen dies
wiederum als ein Resultat der Impulserhaltung betrachten. Ausserdem muss natiirlich
auch Energieerhaltung gelten, d.h. die Wechselwirkung ist nur dann von Bedeutung
wenn die elektronischen Zustinde, welche aneinander gekoppelt werden, in ihrer Energie
nicht stark unterschiedlich sind.

Diese Bedingung “ist zB. verletzt | 7ejchnung: kinetische Energie (k)
wenn k =0, k’ = 2m/a, aber sie ist erfiillt

fiir k = m/a, k’ = -m/a, also am Rand der ersten Brillouin-Zone. Hier wird

<eHiTX/a |y | etinxlay — _, o2 3 <ediS HS, = N 7 e2 ’

wobei das Vorzeichen des Wellenvektors keine Rolle spielt. Der Hamiltonoperator hat
offenbar genau vier nicht verschwindende Elemente, nimlich zwischen den Wellen mit k
= #i/a. Diese sind damit nicht mehr Eigenvektoren des gesamten Hamiltonoperators,
sondern werden aneinander gekoppelt.

6.2 Energieliicken

Wir suchen nun nach den Eigenfunktionen des Hamiltonoperators im periodischen
Potential. Durch Symmetrisierung erhalten wir die Linearkombinationen

\_P+ — % (einx/a + e—iJl?X/a) — COS(J'EX/a)

Y= 5 (™3 e ™) = gin(nx/a)

dh. zwei harmonische | Zejchnung: Wellen und periodisches Potential
Wellen, deren

Wellenlidnge zwei Gitterperioden betrdgt und die um eine viertel Wellenlidnge, d.h. eine
halbe Gitterperiode phasenverschoben sind. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit, d.h. die
Elektronendichte der beiden Wellen ist proportional zum Quadrat. Thre Wellenlidnge ist
deshalb gleich einer Gitterperiode, sodass die Elektronendichte dieser Wellen in jeder
Einheitszelle gleich sind.

Mit diesen Funktionen wird die potentielle Energie
<P, I VIW,>=-ze2 5 < cos(mx/a) 8(x-sa) cos(Tx/a)> =
2

=-z¢? 2 < cos(ms) cos(mms)>=-Nze

<W_IVIW¥>=-ze? 3 < sin(mx/a) 8(x-sa) sin(7x/a)> = 0
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<Y IVIY>=<¥Y,IVI¥Y>=0
Wir sehen also

* Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperatores sind nicht mehr laufende Wellen,
sondern die stehenden Wellen cos(sur/a) und sin(mr/a).

* Ihre Energie unterscheidet sich um die Coulombenergie des |Folie: Potential
Elektrons im periodischen Potential. Man beachte dass die obige
Rechnung mit nicht normierten Wellenfunktionen durchgefiihrt wurde; wir kennen die
Energie noch nicht.

6.3 Bloch-Funktionen

Unter Beriicksichtigung des periodischen Potentials sind die Eigenfunktionen nicht
mehr die harmonischen ebenen Wellen. Gemiss einem Theorem von F. Bloch kénnen
die Eigenfunktionen in einem periodischen Potential als Produkt geschrieben werden

Wi(F) = ui(P) exp(i ki),
wobei u i (r) die gleiche Periodizitit hat wie das Potential
uk(F+T) =ui(i) .

und T einen Gittervektor darstellt.

Die Funktion uk(r) stellt direkt die Korrektur Zeichnung: u(r) im Gitter
gegeniiber den freien Elektronen dar, wo diese

Funktion als konstant angenommen wurde. Sie stellt die Losung einer
Schrodingergleichung fiir eine primitive Einheitszelle dar; somit exisitert eine unendliche
Reihe solcher Losungen, welche mit einem Index bezeichnet werden kann, der in der
Folge ein elektronisches Band kennzeichnen wird.

Eine dquivalente Formulierung des Bloch’schen Theorems ist

Wi (i+T) =explik-T) Wi(t).

Fiir den Beweis des Theorems beachten wir dass die Energie eines Zustandes nicht vom
Koordinatensystem abhiingt, in dem wir sie berechnen. Es muss damit gelten

HE+T) Wi (P +T) = (1) Wi(F+T) = (1) Wi (i),

wobei die erste Identitidt aus der Invarianz des Hamiltonoperators unter Verschiebungen
um einen Gittervektor folgt, die zweite aus der Invarianz beziiglich der Wahl des
Koordinatesystems. Aus der zweiten Gleichung folgt
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Wi(i+T) =0 Wi(i),

d.h. die Wellenfunktion kann bei einer Verschiebung um einen Gittervektor nur die
Phase dndern. Wenn wir den Gittervektor als Linearkombination von primitiven Trans-
lationen schreiben

T =nja;+nyi)+nzis

und  beriicksichtigen, | 7 ejchnung: Phasen fiir primitve Translationen
dass obige Gleichung

auf beliebige aneinandergereite Translationen gelten muss, wird

eld)(T) — einl¢(al) ein2¢(az) ein3¢(a3) - exp(l L T) ,
was gerade der zweiten Form des Bloch’schen Theorems entspricht.

Bloch-Funktionen verallgemeinern die ebenen Wellen der freien Elektronen auf das
periodische Potential. Sie enthalten einen Wellenvektor k, der aber nicht mehr direkt den
Impuls der Elektronen beschreibt. Er bildet weiterhin eine gute Nidherung dafiir solange
der Einfluss des Gitters schwach ist, also fiir schwache Kopplung und Wellenvektoren
weit von der Grenze der Brillouin-Zone. Die Einelektronenzusténde sind aber nicht mehr
Eigenzustidnde des Impulsoperators.

6.4 Schrodingergleichung fiir Elektronen in einem periodischen Potential

Um den Einfluss der Ionenriimpfe auf die Leitungselektronen zu beschreiben miissen
wir ein Potential definieren, welches die Wechselwirkung beschreibt. Es mag zunéchst
erstaunlich scheinen, dass man die Coulomb-Wechselwirkung als eine kleine Storung
betrachten kann. Dazu tragen primér zwei Griinde bei:

*  Die anzichende Cou- |Zejchnung: entgegengesetzte Potentiale
lomb-Wechselwirkung ist am

starksten in der Nidhe der Kerne. Sie wird aber weitgehend kompensiert durch die
abstossende Pauli-Wechselwirkung: Aufgrund des Pauli-Prinzips diirfen sich die
Leitungselektronen nicht in der Nidhe der Kerne aufhalten, wo die gebundenen
Elektronen aus den vollstindig besetzten tieferen Schalen sich aufhalten.

g Die freien Elektronen schirmen die Ladung der positiv geladenen Atomriimpfe
voreinander ab.

Das Potential der Atomriimpfe ist periodisch und kann deshalb geschrieben werden als

U(x) = 2g Ug e'C%,
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wobei G einen reziproken Gittervektor darstellt. Die Koeffizienten Ug der Fourier-Reihe

nehmen fiir ein Coulomb-Potential mit 1/G2 ab. Damit das Potential reell wird muss
gelten

U(x) = 2gsp Ug (€9% +¢0%) =2 35§ Ug cos(Gx) ,

wobei zusitzlich angenommen wurde dass ein Symmetriezentrum existiert und die
Normierung so gewihlt wurde dass Uy = 0.

Die Schrodingergleichung wird damit zu
(p%2m + U(x)) ¥(x) = (p2m + LG Ug ¢'%) ¥(x) = £ ¥(x)

Wir fordern wie iiblich periodische Randbedingungen, sodass W(x) als Summe iiber
harmonische Wellen gschrieben werden kann:

Y(x) = g C(K) elkx .
Aufgrund des Bloch’schen Theorems muss fiir alle K gelten
K=k-G

wobei G einen Vektor des reziproken Gitters darstellt und k in der ersten Brillouin-Zone
liegt. Dass das Bloch’sche Theorem erfiillt ist sieht man aus der Umformung

Pi (x) = 2g Ck-G) elk-G)x = ¢ikx 30 C(k-G) e1G X = elkX yj (x).
Da ug(x) aus einer Fourier-Reihe besteht, in der alle Glieder die Periodizitit des

Potentials (oder eines Bruchteils davon) haben, hat die Funktion selber auch diese
Periodizitit.

Wir setzen die Fourier-Entwicklung in die Schrodingergleichung ein. Fiir den
Impulsteil erhalten wir

p2/2m W(x) = - k2/2m d/dx2 ¥(x) = k¥2m Ty C(K) K2 KX
und fiir die potentielle Energie
U(x) Y(x) = ZG Zk Ug e'%* C(K) e'K* -
Die Schrodingergleichung wird damit

h2/2m Xk C(K) K2 &KX 1 ¥ Xp Ug C(K) e &+Ox = £ 3 C(K) elKx
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Da wir beim Potentialterm iiber alle Gittervektoren G summieren konnen wir den
Ursprung beliebig wihlen

h%/2m Xk C(K) K2 + X5 2k Ug C(K-G) = E Xk C(K)

Diese Gleichung konnen wir fiir die einzelnen Fourierkoeffizienten separat 16sen. Wir
erhalten

(A - E) C(K) + 25 Ug C(K-G) =0
mit
A = B2 K22m

Wie bereits erwidhnt nehmen die Koeffizienten Ug mit 1/G2 ab, sodass die Summe rela-

tiv rasch konvergiert. Damit haben wir die Schrodingergleichung in eine algebraische
Gleichung fiir die Entwicklungskoeffizienten C(K) und die Energie £ umgeformt.

Fiir verschwindendes Potential wird die Energie zur kinetischen Energie
&= h22m (k+G)?

und alle Koeffizienten mit G # 0 verschwinden. Fiir diesen Fall erhalten wir somit die
gleichen Losungen wie im Kapitel 5) freie Elektronen.

6.5 Reduziertes Zonenschema

Ohne Verlust der Allgemeinheit konnen wir fordern dass k auf die erste Brillouin-
Zone beschrinkt sein soll. Fiir jeden reziproken Gittervektor erhalten wir dann eine
Dispersionsrelation. Fiir ein kubisches Gitter erhalten wir z.B. die folgenden Bezie-

hungen fiir die Energie E( 'k+('}) in Einheiten von h2/2m :

#  Gal2m £(000) & (ks00) E (k,00)  |Zeichnung: Biinder
1 000 O ky? ky?

2 2100 (2wa)?  (ky £2mwa)? ky? + (2n/a)?

3 0£10 (2wa)® ki + (2ma)? (ky £271/a)>

4 001 (2way?  kZ+ (wa)? ky? + (2n/a)?

5 110 22mwa)’ (kg +2wa)? + 2Qw/a)?  (ky £2m/a)* + (2a)?

6) Biander
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Bei der Diskussion der Phononen hatten wir gesehen, dass physikalisch die Wellen-
vektoren ausserhalb der ersten Brillouin-Zone keine Bedeutung haben. Bei den
Elektronen ist die Situation anders, da diese eine kontinuierliche Verteilung bilden, aso
nicht nur auf den Gitterplitzen definiert sind. Trotzdem stellt man héufig die
Zustandsfunktionen in der ersten Brillounizone dar, indem man als Argument den
‘reduzierten’ Wellenvektor k benutzt, statt dem vollen Wellenvektor k + (J Alle
Zustinde fallen dann in die erste Brillouin-Zone und der reziproke Gittervektor G wird
zu einem Index des Zustandes. Im Rahmen der ersten Definition der Blochfunktionen
kann man diese Neuformulierung sehr leicht begriinden:

Wi (F) = uisg() expli (k+G)'T) = {uksg(F) expi G 1)} exp(i k)
= ujc(F) exp(i k') mit uk(F) = ui,g(P) exp(i G1),

d.h. wir konnen die Anderung des Zustandes durch den reziproken Gittervektor G
entweder in der Funktion u oder im Ebene-Welle Teil beriicksichtigen. Die erste
Moglichkeit entspricht dem reduzierten Zonenschema: der Vektor k bleibt innerhalb der
ersten Brillouinzone und die Anderung durch den Gittervektor erzeugt hoher gelegene
Zustinde die zum gleichen Wellenvektor k gehoren. Die zweite (dquivalente)
Moglichkeit entspricht der Erweiterung des Zonenschemas.

Die Folie zeigt Dispersionsrelati- | Folije: reduziertes Zonenschema fcc
onen entlang ausgewdhlter Richtungen

im k-Raum, immer noch fiir freie Elektronen. Diese werden meistens auf eine Achse
zusammengefasst. Je nach der Anzahl Elektronen pro Einheitszelle sind Zustédnde von
einem oder mehreren Asten besetzt. Dabei ist zu beachten dass die hier ausgewihlten
Richtungen eine relativ hohe Symmetrie haben, sodass diese Aste teilweise mehrfach
entartet sind. Da sich die Aste auf der Energieachse iiberschneiden konnen auch mehrere
teilweise besetzt sein. Je nach Anzahl Elektronen pro Elementarzelle reicht die Fermi-
Oberflache aus der ersten Brillouin-Zone hinaus.

6.6 Losungen fiir harmonisches Potential

Als weiteren Spezialfall betrachten wir ein harmonisches Potential mit Wellenvektor
G. Alle Koeffizienten mit Ausnahme von Ug verschwinden dann.

U(x) = Ug e'C%,

Die Schrodingergleichung wird dann durch eine Matrix

6) Binder 23. January 2019
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bestimmt. Zu jedem reziproken Gittervektor n(G erhalten wir eine Losung, welche sich in
nullter Ordnung um die kinetische Energie der Elektronen unterscheidet, in erster
Ordnung kommt der Kopplungsterm dazu. Da wir annehmen dass die Ausserdia-
gonalelemente klein sind ist ihr Einfluss klein, ausser wenn zwei benachbarte Terme

praktisch gleich sind. Dies kann offenbar nur dann auftreten wenn lk+G1 ~ 1kl, also am
Rand der Brillouin-Zone - wir erhalten wieder dir Bragg-Bedingung.

Die verschiedenen Losungen definieren die unterschiedlichen Energiebidnder. Diese
Losungen zeigen auch den direkten Zusammenhang mit dem friiher behandelten Problem
der kovalenten Bindung.

Eine Niherungslosung fiir den Fall eines endlichen Potentials 1dsst sich finden wenn
die Fourierkoeffizienten des Potentials klein sind im Vergleich zur kinetischen Energie
des Elektrons an der Zonengrenze, d.h. bei k = (G/2. Wir schreiben fiir die Energie der
freien Elektronen

Ak = B2k2/2m.

Die Diagonalelemente der Koeffizientenmatrix werden dann proportional zu ...9 , 1,1,
9, ....,sodass die Ausserdiagonalelemente U nur die beiden mittleren Elemente effizient
koppeln, ndhmlich die zu den Wellenvektoren an der Zonengrenze gehodrenden
Koeffizienten. Wir betrachten deshalb nur noch diese beiden Zustinde.

Die beiden relevanten Gleichungen sind dann
(i - E) C (k) + U C(-G/2)=0.
(.G - E) C(k-G)+ U C(G/2)=0.
Fiir eine Losung muss die Determinante verschwinden. An der Zonengrenze gilt Ak =
Ak-G =Aund:
(L - €)% = U2, oder E=2+U=h*k?2m +U.

Die Energien sind also um U aufgespalten.

Fiir Zustinde in der Nihe der Zonengrenze erhalten wir analog
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(v - B) C(k) + U C(k-G)=0.
(v - B) C(k-G) + U C(k)=0.
Die Sédkulargleichung wird dann
E - E (e + M) + Mg M- U2 =0
Diese hat zwei Losungen

E= L (heg+ M0 = [1/4 (g - M0? + U2

An der Zonengrenze, wo Ax.G = A, sind die Zustinde um U |Folie Bander
aufgespalten, aber weiter von der Zonengrenze entfernt ndhern sie
sich quadratisch mit dem Abstand den ungestorten Zustinden an. In der Nihe der
Zonengrenze kann man die Niherung

E(+) = E1() + B2(8k)%/2m (1£2)0/U)

benutzen, mit

| —

o0k=k-5G

fiir die Differenz zwischen dem Wellenvektor und der Zonengrenze. E; stellt die Energie
an der Zonengrenze dar.

Dies sieht man auch an den Koefﬁzienten der beteilig@n Folie: Koeffizienten
Zustinde: Am Zonenrand ist der Eigenzustand gerade die
symmetrische, resp. antisymmetrische Linearkombination der freien Elektronenzustinde;
weiter vom Zonenrand entfernt ist nur noch einer der Koeffizienten wesentlich von Null
verschieden.

Ein wesentlicher Aspekt ist dass aufgrund der Aufspaltung an der Zonengrenze die
Kurve eine horizontale Tangente aufweist.

Dies fiihrt in drei Dimensionen dazu dass die Folie: Fermi-Oberfliche
Oberflache konstanter Energie, z.B. die Fermi-

Oberfliche, am Zonenrand deformiert wird und senkrecht darauf auftrifft.

Durch die Aufspaltung der Zustinde am Zonenrand Zeichnung: Zustinde
dndert sich der Charakter der Zustidnde qualitativ.
Wihrend die ebenen Wellen, die wir fiir freie Elektronen diskutiert haben, eine konstante
Elektronendichte aufweisen finden wir fiir die gekoppelten Zustinde eine Modulation.
Die Zustinde am Zonenrand unterscheiden sich dabei um eine Verschiebung um eine
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halbe Periode. Der energetisch niedrigere Zustand hat die Elektronendichte am Ort des
Kerns lokalisiert, der hoher liegende zwischen den Kernen. Man bezeichnet deshalb
diese Zustdnde auch als ,s-like* und ,,p-like*, was aus der Analogie zu molekularen
Bindungen hervorgeht, wo die Bindungen durch s- und p-Orbitale gebildet werden.
Wenn wir auf die Definition der Bloch-Funktionen zuriickgreifen konnen wir die u-Teile
der Zustandsfunktionen folgendermassen darstellen:

An diesem Punkt sind die Funktionen fiir k und k+G identisch, da es sich um relle
Funktionen handelt. Da sich die Zustinde weiter von der Zonengrenze entfernt den
ungestorten Zustdnden anndhern wird dort diese Unterscheidung in s- und p-artige
Zustinde weniger eindeutig.

6.7 Potential aus Deltafunktionen

Ein weiteres einfaches Potential ist die Nédherung der Atomriimpfe durch delta-
Funktionen:

U(x) =2 ZGso Ug cos(Gx) = A/N I 5(x-sa)
wobei A die Amplitude des Potentials parametrisiert und a die Gitterkonstante darstellt.

Der Index s lduft iiber alle ganzen Zahlen von O bis N, wobei Na die Linge der
Grossperiode darstellt. Die Koeffizienten Ug sind in diesem Fall identisch,

Ug=A.
Damit wird die Schrédingergleichung
(B2k%/2m - €) C(k) + A 2, C(k-2mmn/a) =0 .
oder
(k2 - 2m E/B?%) C(k) + 2m A /B2 2 C(k-2mmn/a) =0 .
Fiir die Losung dieser Gleichung fiihren wir die Abkiirzung
f(k) = X, C(k-27n/a) = f(k-27m/a)

ein. Die zweite Identitét folgt daraus dass der Index n in der Summe iiber alle ganzen
Zahlen lduft. Damit wird

C(k) = - 2m A/h? (k) / (k% - 2m E/h?) .

Die gleiche Beziehung muss gelten fiir einen Vektor k - 2min/a :
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C(k - 27tn/a) = - 2m A/k? £(k) / ((k - 27n/a)? - 2m E/h?)
Wir summieren beide Seiten iiber alle n
2, Ck - 2mn/a) = f(k) = 2, [- 2m A/R? (k) / ((k - 2mmn/a)? - 2m E/h2)]

wobei die erste Beziehung aus der Definition von f(k) folgt. Die Summe in

h22mA =2, [-1/((k - 2m/a)? - 2m E/h2)]
kann ausgefiihrt werden mit Hilfe von

cot(x) = X, 1/(nm+x)
Das Resultat fiir die Summe ist
a2 sin(Ka)/(4 K a (cos(ka) - cos(Ka) ) ) ,
wobei
K2 =2 m #/h?

ist. Das Resultat fiir die Energie wird damit zu

(mAaz/thKa) sin(Ka) + cos(Ka) = cos(ka) .

Fiir verschwindendes Potential wird A = 0 und damit K = k + ('], wie wir aus dem
Modell der freien Elektronen erwarten.

6.8 Metalle und Isolatoren

Die Aufspaltung der Zustidnde an der Zonengrenze fiihrt zu einer Energieliicke, also
einem Bereich der Energieachse, in dem keine Einelektronenzustinde existieren. Man
spricht deshalb von den Zustandsmengen, die zu einem reziproken Gittervektor gehoren,
von Bindern. Jedes dieser Binder umfasst 2N Zustidnde, wobei N die Anzahl Atome pro
Einheitszelle darstellt und der Faktor 2 von der Spin-Entartung herriihrt. Falls pro
Einheitszelle ein Atom jeweils ein Elektron in dieses Band abgibt, so ist es genau halb
gefiillt. In diesem Bereich ist die Nidherung freier Elektronen recht gut.

Umfasst die Einheitszelle ein zweiwertiges Zeichnung: gefiillte Zustinde
oder zwei einwertige Atome, so ist das erste

Band genau gefiillt. Die Fermi-Energie fillt dann gerade in eine Energieliicke. In einem
solchen Fall gilt die Theorie der Leitfahigkeit, welche fiir die freien Elektronen diskutiert
wurde, nicht mehr. Dort hatten wir gesehen, dass das externe Magnetfeld zu einer
Anderung des Elektronenimpulses fiihrt. Dies ist aber nur moglich wenn entsprechende
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unbesetzte Impulszustinde zur Verfiigung stehen. In der Energieliicke ist dies nicht
moglich.

Aus dem Gesagten folgt, dass ein Isolator immer eine gerade Anzahl Elektronen in der
primitiven Elementarzelle haben muss. Dies ist aber keine hinreichende Bedingung, da
unterschiedliche Binder nicht immer durch eine Energieliicke voneinander getrennt sind.
Uberlappen mehrere Binder, so kénnen sie teilweise gefiillt sein und das Material kann
elektrischen Strom leiten.

Halbleiter sind Isolatoren, bei denen der Abstand zum nichsten Band nicht allzu gross
sind. Details werden im nédchsten Kapitel besprochen.

Ladungsabschirmung: Thomas-Fermi Nédherung -> Ashcroft-Mermin p. 340
Friedel-Oszillationen -> Ashcroft - Mermin p. 343
Plasmonen -> Ashcroft-Mermin p. 340
Bindungsenergie in Metallen -> Ashcroft-Mermin p. 409
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