Prof. Dieter Suter Spektroskopie SS 96

3. Auswahlregeln

Bis anhin hatten wir die Stéarke, mit der ein externes Feld an en atomares oder
molekulares System koppelt ds eine Konstante betrachtet. Jetzt machen wir den
zusétzlichen Schritt, diese Konstante zu berechnen. Daflr betrachten wir zunachst das
klassische Modell, wo ein klassischer elektrischer Dipol durch ein externes Feld getrieben
wird. Bei der Betrachtung dieses Modells zeigt sich rasch, dal3 es fur die Beschreibung von
Atomen nicht sehr nitzlich ist. Wesentlich geeigneter ist es fur die Beschreibung der
Schwingungsspektroskopie von Molekilen, da in diesem Fal die Kerne relativ schwer sind
und eine klassische Beschreibung gerechtfertigt ist.

3.1 Klassische Beschreibung der Vibrationsspektroskopie

Schwingungsspektroskopie in Molekilen setzt voraus, dald sch der Schwerpunkt der
Ladung und der Masse nicht decken. Dies geschieht vor dlem dann wenn Atome
unterschiedlicher Elektronegativitét eine Bindung e ngehen.

Im Falle des Wassermolekdils ist die Elektronegativitét des Sauerstoffatoms |Z: H,O
hoher as digenige des Wasserstoffatoms. Das Sauerstoffatom it deshalb
partiell positiv geaden, wéhrend das Wasserstoffatom partiell negativ geladen ist. Das
Wassermol ekl besitzt deshalb ein stati sches el ektrisches Dipolmoment.

Im Falle des CO, Molekiils besitzt wiederum das Sauerstoffatom die hohere (Z: CO,
Elektronegativitét als das Kohlenstoffatom. Die beiden Sauerstoffe erhalten eine
negative Teilladung, der Kohlenstoff eine postive. Allerdings bestzt das CO, Molekil
aufgrund seiner hohen Symmetrie kein statisches Dipolmoment.

Wiewir bel der Diskussion der Lorentz-Lorenz Theorie gesehen haben wirkt das aul3ere
Feld ds eine treibende Kraft auf den Oszillator. Die Frage, die wir hier stellen lautet somit
wie grof3 diese Kraft wird. Wir kdnnen de as Ableitung der potentiellen Energie
ausrechnen, welche gegeben it als

U=-Ed .

Die Kraft, die sich aus der Ableitung der potentiellen Energie ergibt, enthdt offenbar zwel
Terme,

—

U=-0E/dx -d +E-ddidx=-iKEd+E - od/dx.

Der erste Term, der proportional zum Impuls der elektromagnetischen Wdle ist, wirkt ds
eine Kraft auf das Gesamtmolekiil, erzeugt also eine Schwerpunktsbewegung des Molekdls.
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Er kann am besten verstanden werden as ein Ubertrag von Impuls von den Photonenen
des Lichtfeldes auf das Molekil, resp. Atom. Seine Grofe ist proportional zum Wedlen
vektor k und damit zur Frequenz der elektromagnetischen Wdle. Fir Radiofrequenzfelder
Ist dieser Beitrag vernachlassigbar. Im sichtbaren Bereich fuhrt ein einzelnes Photon zu
einer Geschwindigkeitsdnderung von enigen cm/sec fur ein Atom und entsprechend
weniger fur ein Molekdl. Fir en Molekil ist diessr Beitrag somit immer noch klen,
wahrend bel einem Atom wiederholte Absorptions- Emissionszyklen in sehr grol3e Kréfte
resultieren, die man heute gezielt ausnutzt: Damit ist es moglich, Atome mit mehreren Mio.
m/sec” zu beschleunigen, resp. abzubremsen. Ihre Geschwindigkeit kann so von mehreren
100 m/sec auf O reduziert werden wahrend se nur wenige cm zurlicklegen. Diese Kréfte
werden auch dazu benutzt, Atome zu kiihlen, d.h. ihre thermische Bewegung zu reduzieren,
damit erreicht man heute Temperaturen von weniger ds 1 mK und hat z.B. Bose-Einstein
Kondensation von Atomen erzeugt.

Hier soll uns aber primér der zweite Term interessieren. Er erzeugt eine Kraft

F=E adox,

wobei x die Schwingungskoordinate beschreibt. Diese ist i.a nicht direkt die Position eines
Atoms, sondern bezeichnet eine Koordinate, welche die Bewegung der Kerne beschreibt.
Entscheidend it aso dal} sich bei der Schwingung das Dipolmoment des Molekils
verandert. Eine starke Absorptiondlinie erwarten wir somit dann wenn sich zwei Kerne mit
stark unterschiedlicher Elektronegativitét gegeneinander bewegen, dso z.B. HF, HCI etc.,
aber keine bel O,, N, etc.

Bei Molekiilen mit mehr as zwei Atomen wird die Diskussion etwas |Z: Moleklle
aufwendiger. In diesem Fall héangt die potentielle Energie des Molekils
von sémtlichen internen Koordinaten ab und die Kraft, welche aufgrund des aul3eren Feldes
wirkt ist ebenfals eine vektorielle GrofRe und die Bewegung kann nur in enem
mehrdimens onalen Raum beschrieben werden.

Fur den Fal eines linearen dreiatomigen [Z: CO, / elliptisches Potential
Molekils wie CO, kann man die beden
Bindungdangen ds Koordinaten verwenden. Das Potential ads Funktion dieser beiden
Koordinaten kann etwa diese Form annehmen. Die Bewegung wird nun besonders einfach
wenn sie entlang der Hauptachsen dieser Ellipse lauft. Diese beiden Bewegungen werden ds
Eigenschwingungen des Systems bezeichnet. In diese Richtung kann die Bewegung durch
einen harmonischen Oszillator beschrieben werden. Bel niedriger Anregungsenergie sind
diese Oszillatoren voneinander unabhéngig und schwingen mit ihrer Eigenfrequenz. Im
Fale des CO, sind die Normakoordinaten die symmetrische und die antisymmetrische
Streckschwingung.
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Man sient sehr leicht, dal3 entlang | 7: CO,, symm. Nor malschwingungen
der Koordinate, welche die symmetri-

sche Streckschwingung beschreibt, das Dipolmoment des Molekils immer verschwindet.
Wir erwarten deshalb, dal3 diese Normalschwingung nicht mit einem elektromagnetischen
Feld angeregt werden kann. Dies entspricht auch dem experimentellen Befund.

Die asymmetrische Streckschwingung hingegen ver- |Z: CO, antisymm. NS
andert die Symmetrie des Molekils und ermdglicht
deshab das Auftreten eines Dipolmomentes. Offensichtlich ist hier das Dipolmoment eine
antisymmetrische Funktion der Normalkoordinate. Die Ableitung des Dipolmomentes nach
der Koordinate ist deshalb bel Nulldurchgang der Koordinate ungleich null.

Andere  Molekile  ergeben  andere |F: C-H Nor malschwingungen
Normalschwingungen, wie z.B. diese Schwing-
ungen der C-H Bindungen.

3.2 Rotationssymmetrie

Ohne @ul3ere Felder sind die Gleichungen, welche physikalische Systeme beschreiben,
Immer isotrop: es gibt keine bevorzugte Richtung im Raum. Ein System, das sich gemal}
der Schrodingergleichung entwickelt behdt seine anfangliche Symmetrie bei. Eine
Berlicksichtigung der Symmetrie kann deshalb wesentlich zur Lésung des Problems
beitragen. Haufig ist es sogar moglich, alein aufgrund der Symmetrie relevante Aussagen
zu mache, ohne Uberhaupt eine Bewegungsgleichung zu 16sen. Jede Symmetrie entspricht
auch einer Erhaltungsgrofie. Im Falle der Rotationssymmetrie ist dies der Drehimpuls. Die
mathematischen Grundlagen fir diese Mdglichkeiten werden von der Gruppentheorie
geliefert.

Natiirlich ist es an dieser Stelle nicht moglich, im |? Gruppentheorie bekannt ?
Detail die Gruppentheorie zu behandeln. Wir
mochten aber doch die wichtigsten Resultate diskutieren.

Rotationen kdnnen auf unterschiedliche Arten beschreiben werden: entweder so dal3 se
ein Objekt rotieren, oder so dal? sie das K oordinatensystem rotieren. Wahrend es natiirlicher
erscheint, das Objekt zu rotieren ist es oft mathematisch einfacher, die Rotation auf das
K oordinatensystem anzuwenden.
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Die beiden Arten von  Object rotation Coordinate rotation
Rotationen sind eng mitein-
ander verbunden. Eine Ro-
tation eines Objekts im Uhr-
zeigersinn andert  saine
Koordinaten genau gleich
wie eine Rotation des Ko-
ordinatensystems im Gegen-
uhrzeigersinn.

Die Objekte, deren Rota
tionseigenschaften uns interessieren, sind Zustandsfunktionen W(7). Wir schreiben ene
Rotation der Zustandsfunktion um den Winkel 6 um die z-Achse als

W'(7) = Pr(z,8) W(T).

Um deren Rotationseigenschaften zu finden beginnen wir mit einer Rotation des
Argumentes, d.h. des Koordinatenvektors T . Eine Koordinatentransformation ergibt

X’ co® snB O X
r'=ly |=R(z0)r =| —sinB cosB 0 y| . 0
z 0 0 1 z

Die Rotation der Zustandsfunktion und die Transformation der Koordinaten hangen direkt
voneinander ab: Wenn wir beide gleichzeitig rotieren muf die mathematische Form der
Zustandsfunktion konstant bleiben.

Pr(z0) W(R(zO)T) =W'(r") =W(r). 0

Wir benutzen diese Beziehung um die Rotation eines Objekts zu beschreiben, dessen

mathematische Form nicht trivid ist, indem wir es durch eine Koordinatenrotation
ausdrucken. Wir multiplizieren Gleichung () von links mit Pr(z,-6) und berticksichtigen dal3

Pr(z,-6) Pr(z,6) = 1.
Damit erhalten wir
W(R(z0)") =Pr(z-0) W()=%¥("). 0

Diese Beziehung ist eéine mathematische Darstellung der gleichen Tatsache die in Figur xxx
graphisch dargestellt ist: Angelle einer Rotation des Objekts im Uhrzeigersinn um den
Winkel 8 kann man auch eine gegenl&ufige Rotation des K oordinatensystems durchf iihren.
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3.3 Drehimpuls

Weil die Auswahlregeln fiir eektronische Ubergange in erster Linie durch die Erhaltung
des Drehimpulses gegeben ist missen wir hier kurz diskutieren, wo Drehimpuls eine Rolle
spidt. Er tritt sowohl in den Atomen und Molekilen, wie auch im Strahlungsfeld auf.
L etzteres kdnnen wir relativ kurz behandeln.

In der klassischen (d.h. Maxwell’schen) Beschreilbung des Strahlungsfeldes ist der
Drehimpuls gegeben durch

rxp,

wobei 1 die Position und p den linearen Impuls beschreibt. Beim Strahlungsfeld betragt der
lineare Impuls

IB:ExB

Der Drehimpulsist damit gegeben als das Integral von

Wichtig wurde der Drehimpuls des Lichtes aber erst im Rahmen der quantenme-
chanischen Beschreibung. Man unterscheidet algemein internen Drehimpuls, welcher ds
Spin bezeichnet wird, sowie externen, aso Bahndrehimpuls. Letzterer hangt von der Wahl
des Koordinatensystems ab und soll uns hier nicht weiter beschéftigen. Spindrehimpuls
hingegen ist unabhangig von der Wahl des Koordinatensystems und wird von
entscheidender Bedeutung sein. Jedes Photon besitzt einen Spin von

S=h m=0, 1

Die drei moglichen Spinzustande entsprechen orthogonalen Polarisationszustanden des
Strahlungsfeldes, die Ublicherweise ds

T, 0+ und O.

bezeichnet werden. Da Photonen relativistische Tellchen sind gibt es eine Einschrankung:
Wenn wir die Quantiserungsachse pardlel zur Ausbreitungsrichtung des Lichtes wahlen
kann der Zustand m=0 nicht bevilkert sain. Dies entspricht der Bedingung dal3 die
Komponenten von E und B pardld zur Ausbreitungsrichtung des Lichtes verschwinden,
dal? also das Feld transversal ist. Samtliche mdglichen Polarisationszustande kdnnen durch
die verbleibenden Spinzusténde ausgedriickt werden, welche zirkular polarisiertes Licht
beschreiben.
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Die Atome, resp. Linear Circular
Moleklle enthaten left right
ebenfals Drehimpuls.
Man unterscheidet hier
verschiedene Re-
servoirs. In Molekllen
enthdt die Rotation
des Gesamtmolekiils
Drehimpuls. In
Atomen findet man
elektronischen Drehimpuls aufgrund der Bahnbewegung der Elektronen, aber auch
internen, also Spin-Drehimpuls der Elektronen und Kerne. Der eektronische Drehimpuls
wird mit den Symbolen L und Sfir Bahn- und Spindrehimpuls bezeichnet, sowie J fir den
Gesamtdrehimpuls

— —

J=L+E€.

Der Spin-Drenimpuls der Kerne wird meist mit | bezeichnet und der gesamte atomare
Drehimpuls mit

Im Bohr-Sommerfeld Modell des Atoms erschienen die Elektronen as Tellchen, welche
um den Kern rotierten und so offenschtlich Drehimpuls enthielten. Im quan-
tenmechanischen Moddll ist diese Beziehung weniger offensichtlich, aber ihre praktische
Bedeutung ums grof3er. Im frelen Raum muissen Eigenzustande des Hamiltonoperators
immer auch Eigenzusténde des Drehimpulses sein. Wie beim Wasserstoffatom werden dle
Einel ektronenzusténde nach Bahnguantenzahlen als s, p, d ... Orbitale mit Bahndrehimpuls |
= 0..n geordnet. Die Existenz von Orbitalen mit verschwindendem Bahndrehimpuls is
dbrigens ein direkter Widerspruch zum Bohr-Sommerfeld Modell: Dort miissten Elektronen
mit verschwindendem Bahndrehimpuls in den Kern stirzen. Jedem Bahndrehimpuls |
entsprechen 21+1 magnetische Quantenzahlenm=-| .. I.

Neben dem Bahndrehimpuls miissen wir auch den Spin des Elektrons beriicksichtigen.
Die beiden Drehimpulse ,, splren® einander d.h. es existiert eine Kopplung

: 0

wobei f die Kopplungskonstante darstellt. Die Energie des Systems hangt also von der
relativen Orientierung der beiden Drehimpulskomponenten ab. Die Wechsawirkung

(nl

HFZfE'
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erniedrigt die Symmetrie des Hamiltonoperators. Die Energie ist nur noch dann konstant
wenn die beiden Telle gemeinsam rotiert werden.

Spin-Bahn  Wech- (s} |
sdwirkung in ao- 2 T J=3/2
marem Natrium. L =1 - 5
I S EE— ——— 37/2_ - _A 2
Der eektronische = W S b2 AD
- S=1/2||* 'E
Grundzustand s A =12 = c
en s Zustand, g é
besitzt aso keinen —_ gl W
. _> I <
Bahnaren ”:ijIS’ L=0 Spin-orbit 12 <
geregte 3p Zustand | ) L y

einen Bahndreh-
impuls L=1 bedtzt. Je nach relativer Orientierung der beiden Komponenten wird die
Summe J=3/2 oder J=1/2. Die Aufspaltung zwischen den beiden Zustanden betragt 3f/2,

wie man aus dem Hamiltonoperator findet. Diese Aufspatung wird as Feinstruktur
bezeichnet und fuhrt zur Aufspaltung der Na D-Linie in die Dy und D2 Linien. Die

Aufspaltung betrégt bel Na 500 GHz und wesentlich mehr fir die schwereren Alkaliatome.

Eine @hnliche Kopplung existiert zwischen dem elektronischen und dem Kernspin, die as
Hyperfeinkopplung bekannt ist.

HiE=A J1 0

die Hyperfeinkopplungskonstante A hangt vom eektronischen Zustand ab. Fir den
Grundzustand von Naist sie Ag = 900 MHz und fiir den Py, angeregten Zustand 95 MHz.

Niveauschema der Na D, ( J= 12 | ( \

Linie .mit Einf!uB der %P, _____F=2

Hyperfeinwechselwirkung. le> | = 3/ —=="
Im Grund- wie im —

angeregten Zustand koppelt —

en J12 eektronischer J=1/2 —, F=2

Drehimpuls an enen o> _ZS]JZ_ Hyperfine ——— _tﬁg

Kernspin 1=3/2, so da3 wir | | coupling | T T |

zZwel maogliche

Gesamtdrehimpulse F=1 und F=2 erhaten. Die Aufspaltung zwischen diesen beiden
Zustéanden ist gegeben durch die Kopplungskonstante A. und kann durch hochauflGsende
L aserspektroskopie gemessen werden

3) Auswahlregeln July 12, 2000



R —— ] g g g g T g g g g T
-1 0 1

L aser frequency / GHz

3.4 Transfor mationselgenschaften

Der Drehimpulsoperator beerzeugt Rotationen um die entsprechende Achse. Die
Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators sind somit automatisch Eigenfunktionen der
Rotation. Mathematisch werden se durch die sphérischen Harmonischen oder Kugd-
funktionen dargestellt. Die ersten Funktionen sind

1
0 0 N
3
1 0 ‘\’ECOSG
3 . +i
1 +1 7°\/grSin6 ¢
N ERP
2 0 4n2(30056'1)

Wie man leicht sieht transformieren diese Funktionen besonders einfach unter Rotationen
um die z-Achse:

PRZ0) Yim(©.9) = €M Y|m(6,¢) . 0
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Etwas aufwendiger sind Rotationen um andere Achsen. Mit Hilfe der Eulerwinkel kann
man alle diese Rotationen um belibige Achsen durch eine Sequenz von drel Rotationen um
diey- und z-Achse beschreiben. Fur Rotationen um die y-Achse findet man

PR(Y.B) Yim(®.9) = 2, d.,,(B) Yim(6.9) . 0

Hierbel werden somit Funktionen mit dem gleichen Drehimpuls | und verschiedener
Quantenzahl m gemischt. Die Elemente der Wigner-Rotationsmatrizen d_ () konnen in
der Literatur gefunden werden. [Weissbluth, 1978 #216; Edmonds, 1974 #2206; Brink,
1962 #2207].

Eine solche Rotationsmatrix hat die Dimension 2I+1 x |Z: Rotationsmatritzen
21+1 fur eine Gruppe von Zustanden mit Drehimpuls|.

Etwas anders gestalten sich Rotationen von Operatoren. Wir hatten dies bereits beim
Ubergang ins rotierende Koordinatensystem gefunden. Da Erwartungswerte unabhangig
von einer gleichzeitigen Rotation von Operator und Zustandsfunktion sein miissen gilt

<A> = <YA|W> = <WA|W'>
Fir eine Rotation €199z um die z Achse muss gelten
w> = dOgw> und <w| = <w|e®
und damit
<A> = <WIA'W'S> = <] €10z o' 0w = <y iAW
so dal3 der rotierte Operator
A = @6z A 63
wird.

3.5 Diedektrische Dipolwechselwirkung

Im Bereich des klassischen Elektromagnetismus beschreibt das Coulomb’ sche Gesetz die
Wechsdlwirkung geladener Tellchen wie Elektronen und Kerne mit externen Feldern. Im
halbklassschen Formalismus kann der Hamiltonoperator, der die Wechsewirkung
beschreibt, zwel mdgliche Formen haben:

i
HDjy =-e E- I

i
Hii=-emp-A.
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- 10 -

Die erste Form erh@lt man direkt Gber das Korrespondenzprinzip algs der klassischen Form
der V¥echsdwi rkung zwischen einem elektrischen Dipolmoment e r und dem eektrischen
Feld E. Die zweite Form beschreibt die Wechselwirkung tber die Koppl qu zwischen dem
elektronischen Impuls p und dem elektromagnetischen Vektorpotential A und kann aus
der Quantiserung der Bewegungsgleichung in einem externen Vektorpotential hergeleitet
werden. Wenn man diese Form in eine Multipolrethe entwickelt findet man, dass in
niedrigster Ordnung die beiden Formen Ubereinstimmen. Nur in ganz speziellen Féllen gibt
es Unterschiede zwischen den beiden Formen, welche auf die unterschiedlichen Eichungen
des elektromagnetischen Feldes zurlckzufihren sind (W.E. Lamb, R.R. Schlicher, and M.O.
Scully, 'Matter-field interaction in atomic physics and quantum optics, Phys. Rev. A 36, 2763-2772
(1987).).

Fir diese Analyse beriicksichtigen wir nur homogene Felder und benutzen die
elektrische Dipolform fir den Wechsadwirkungsoperator. Wir kdnnen nun Symme-
trieeigenschaften diskutieren, welche dazu fihren, dass wir die meisten Matrixelemente
dieses Operators vorhersagen konnen. Die erste Symmetrieoperation ist die Paritét, eine
Inversion am Zentrum des K oordinatensystems. Dadurch wird der Ortsvektor

r " R §
r ={x,y, z} Ubergefuhrtin-r ={-x,-y, -z}.
Polare V ektoren wie der Ortsvektor F haben negative Paritét, Se wechseln das Vorzeichen
unter Inversion am Ursprung.

Matrixelemente <LIJa]F|LIJb>, snd Skalare und mussen deshalb unter einer solchen
Operation invariant sein. Da die Paritdt eines Produktes durch das Produkt der Paritdten
gegeben ist missen die Paritéten der beiden Zustandsfunktionen W, und Wy entgegen-
gesetztes Vorzeichen haben. Deshalb miissen z.B. alle Matrixelemente verschwinden fur Wy
= Wy, Diesdruckt man Ublicherweise dadurch aus dal3 man sagt es existiere kein statisches

el ektrisches Dipolmoment.

Fir die Wechselwirkung mit statischen elektrischen Feldern impliziert dies dal3 der
Wechsalwirkungsoperator keine Diagondelemente aufweist. Der Starkeffekt, d.h. die
Verschiebung der Energieniveaus durch ein eektrisches Feld ist deshalb in niedrigen
Feldern immer eine quadratische Funktion des Feldes. Eine lineare Verschiebung erhdt man
erst wenn die Wechsawirkung grosser wird as die Nullfeldaufspatung der betroffenen
Zustande.
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Die Figur zeigt den Uber-
gang vom quadratischen zum
linearen Starkschift as Funk-
tion der Feldstérke. Dabel be-
zeichnet A die Aufspaltung der
ungestorten Zustande. Mes
sungen dieser Art erlauben eine
Bestimmung atomarer Pola
riserbarkeiten (C.E. Tanner and
C.E. Wieman, '‘Precision

measurement of the Stark shift
in the 681/2 -> 6P3/2 cesum

Quadratic

-4

Eigenvalue/ A

transition using a frequency- Interaction energy € <¥|r|¥H,>/A
stablized laser diode, Phys.
Rev. A 38, 162-165 (1988).).

3.6 Photonen und Drehimpulser haltung

Wahrend wir explizite Rechnungen im halbklassischen Formalismus durchfiihren ist es
oftmals niitzlich, gewisse Aspekte rein quantenmechanisch zu diskutieren. Wir benutzen
diese Methode fir die Herleitung der Auswahlregeln fir optische Ubergdnge. Im
quantenmechanischen Formalismus wird die Wechsawirkung zwischen de elektromag-
netischen Feld und dem Material durch Photonen vermittelt.

Figur xxx illustriert dies Photon Absor ption Excited atom
an dnem  enfachen fnp'”_slz 1 N Ir_n:—ll
Beispid: Wir betrachten = S~ L'=LC+3 L~

ein Atom, welches sich zu
Beginn im elektronischen Ground

Grundzustand  befindet. State atom
Dieser s&i von spharischer L =0 m =m+mMmg

Symmetrie (en S

. 4 )
Zustgnd), 0 daB. sn [ o1 Q9
Drehimpuls  verschwindet. /4 m=-1 0 1

Es absorbiert ein Photon,
dessen Drehimpuls h

padld  zur  Quan- | L= J N J
tiserungsachse orientiert ist.  Drehimpulserhaltung bedingt dal3 das Atom nicht nur die
Energie des Photons aufnimmt, sondern auch seinen Drehimpuls. Damit ist es nach der

Absorption im gleichen Drehimpulszustand wie das Photon vorher. Der entsprechende
Zustand hat aso die Quantenzahlen L=1 und m =1. Allgemein ist der resultierende

L=0
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Drehimpulszustand des Atoms durch die Vektorsumme aus dem Drehimpuls des Atoms
und demjenigen des Photons gegeben. Die untere Héfte der Figur illustriert die
Konsequenzen fur ein einfaches atomares Energieschema: Der Grundzustand ist nicht
entartet, wahrend der angeregte Zustand aus drei Drehimpulszustanden besteht. Die Wech-
selwirkung mit zirkular polarisertem Licht bevolkert selektiv denjenigen angeregten
Zustand, dessen Drehimpulszustand gerade dem gesamten Drehimpuls von Grundzustand
plus Photon entspricht.

Be der Absorption eines Photons bestimmt die Energieerhaltung den Bereich der
Energieskala, innerhalb dessen verschiedene Zustande aneinander gekoppelt werden
koénnen. In analoger Weise bestimmt die Erhaltung des Drehimpulses, welche Drehimpuls-
zustdnde aneinander gekoppelt werden konnen. Die Stérke der Wechsawirkung hangt
deshalb sowohl von den magnetischen Quantenzahlen wie auch von der Polarisation des
Lichtes ab. Da Photonen einen Spin von h=1 besitzen miissen sich die beiden Zusténde um

AL =L'-L=0 oder =1

unterschelden und ausserdem konnen nicht beide Zustdnde den Wert L'=L=0 annehmen.
Die magnetischen Quantenzahlen missen die Bedingung Am; = 0,£1 eflllen. Fir

Einzelelektronensysteme wie z.B. Alkaliatome gilt ausserdem Al <> O,

Wir betrachten als ein konkretes Beispiel den Ubergang eines einzelnen Elektrons vom s

in ein p-Orbital: sein Drehimpuls dndert sich dabei von 0 zu 1. Wird dieser Ubergang durch
zirkular polarisiertes Licht angeregt, so gilt Am = +1, und der angeregte Zustand kann nur

die Quantenzahlen |L=1, m_ =1> haben. Fir zirkular polarisiertes Licht, das an enen
L=0+ L'=1 Ubergang ankoppelt, gibt es damit nur einen einzigen moglichen Ubergang,
wie in Figur xxx gezeigt. Das elektrische Dipolmoment zwischen dem Grundzustand und
dem dektronisch angeregten Zustand hat somit en enziges nicht verschwindendes
Matrixel ement

<e; L=1, m_ =1r4|g; L=0, m =0>=d|_ 0
Alle Ubrigen sind = 0.

Die Situation wird etwas komplizierter wenn der Ausgangszustand nicht kugelsymme-
trisch ist. Ist der Ausgangszustand z.B. ein L=1 Zustand, so wird der Endzustand bestimmt
durch die Vektorsumme der beiden Drehimpulse

rr r
La=1L

atom photon

3) Auswahlregeln July 12, 2000



Kopplung  zweer
Drehimpul svektoren
IL,m>, |k,g> ergibt
drei mogliche resul-
tierende Dreh-
impulsvektoren

ILipg,m>. Gemal
der Schwartz’ schen Ungleichung muf3 dieser resultierende Drehimpulsden Betrag L = 0, 1
oder 2 haben. Da sich auch die z-Komponenten addieren muss die Summe der beiden z-
Komponenten gleich der z-Komponente der Summe sein. Ausserdem muf3 der Betrag des

Drehimpulses grofRer oder gleich den Komponenten sein. Damit muf3 fdr den
Anfangszustand |g; L=1, m; =1> und zirkular polarisiertes Licht gelten

<€, L=2, m =2|r4|g; L=1, m =1>=d| .
Die Matrixelemente fur alle anderen Endzustande verschwinden. Fir Te-Licht gilt
<€, L, m_=1|rplg; L=1, m =1>#0 far L.=0,1,2.

Den Wert der drei nicht verschwindenden Matrixelemente erhdt man mit Hilfe des Wigner-
Eckardt Theorems:

3.7 DasWigner-Eckart Theorem

Das Wigner-Eckart Theorem [Eckart, 1930 #2272; Wigner, 1931 #2273] ist en
ausserordentlich méchtiges Hilfsmittel fur die Berechnung der Matrixelemente von
Operatoren mit bekannten Rotationseigenschaften. Es erlaubt uns, die Matrixelemente
hinzuschretben, wenn wir nur en enziges nichtverschwindendes Element kennen. Es
benutzt die Invarianz der Erwartungswerte unter Rotationen: Die Erwartungswerte selbst
sind Skalare, aso nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhangig. Wir méchten hier
keine mathematisch exakte Herleitung des Theorems durchfihren, aber wenigstens die Idee
nachvollziehen.

Die sphérischen Harmonischen stellen eine vollsténdige Bass dar, so dal3 wir dle
dreidimensionaen Funktionen in dieser Basis entwickeln kénnen:

|LIJ> = zIm CIm YIm :

Dies lohnt sich deshalb weil wir Erwartungswerte durch Integration Gber den ganzen Raum
berechnen :

<A>=[[[drsnBdodp¥* AWY.
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Wenn man den Integranden al's Summe von sparischen Harmonischen darstellt

<A>=[[[drsin@dB d@{ Cpu Yoo+ Cy Y11+ Cu Yot ...} =CooJJfdrsin@dé d@ Y.

sieht man leicht, dass das Resultat direkt gegeben ist durch c,,, aso durch den vollstandig
symmetrischen Teil des Integranden.

Wir missen jetzt lediglich die Operatoren in sog. irreduziblen Tensoren darstellen, aso in
Telle aufteilen, die wie sphérische Harmonische transformieren. Fir einen Vektoroperator A
wie den Dipoloperator sind dies die drei irreduzible Komponenten Ag und A1 schreiben.

Die Matrixelemente dieser drei Komponenten sind proportional zu denjenigen der sphéri-
schen Vektorkomponenten rg und ryq. Allgemeine Operatoren kdnnen wir aufteilen in

Komponenten T, deren Matrixelemente sich wie folgt ergeben:

L k L

<a, L, mT ¥, L, m'>:(-1)L-m(_m q m

) <a, L|T®|jar, L'> .

Die Grosse in Klammern gelle ein 33Symbol dar. Es ist eine symmetrisierte Form der
Vektorkopplungskoeffizienten der klassschen Drehimpulsvektoren. Numerische Werte
dafUr findet man in der Literatur [Weissbluth, 1978 #216; Edmonds, 1974 #2206; Brink,
1962 #2207]. Zu den wichtigsten Eigenschaften der 3J-Symbole gehort die Tatsache, dal3
se verschwinden wenn die Addition der z-Komponenten nicht gegeben ist, d.h. fir dle
Elemente bei denen

-m+qg+m #0.
Diese Eigenschaft eliminiert bereits die meisten Matrixelemente.

Das 3}Symbol enthdlt dle orientierungsabhangigen Informationen. Das reduzierte
Operatorelement

<0(,L||T(k)||0(',L'> ,

dasin Glg. xxx erscheint, hangt nicht von der Orientierungs-Quantenzahl m ab, kann aber
von zusdtzlichen Quantenzahlen abhangen, welche unter dem Symbol a zusammengefasst
sind. Dieses reduzierte Operatorelement erhalten wir sobald wir ein einziges Matrixelement
explizit kennen. Das WE-Theorem liefert dle Ubrigen Matrixelemente sobald wir enes
kennen.
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3.8 Magnetische Dipolwechselwirkung

r
Die Wechsdlwirkung zwischen einem Magnetfeld B und einem Atom wird durch den
Zeemanoperator beschrieben

r r
Hm=- Um" B, 0

T : : :
wobel | das atomare magnetische Dipolmoment beschreibt. Im Gegensatz zum Ortsvektor

F ist das magnetische Dipolmoment ein axiaer Vektor, d.h. er hat postive Paritdt. Damit
hat das magnetische Dipolmoment auch Matrixelemente zwischen Zustdnden gleicher
Paritdt und damit auch Diagonal elemente

;
<WalUm[Wa>.

Magnetische Dipolmomente sind in atomaren oder molekularen Systemen immer an
Drehimpulse gekoppelt. Mdgliche Quellen von Drehimpuls sind der Elektronen-Bahndreh-
impuls, der Elektronenspin, und der Kernspin. Die Wechsalwirkung zwischen diesen
Drehimpul sen und dem externen Magnetfeld wird beschrieben durch

rr r rr r
Hn=-(h2m) B (L +2S)=-w B(L +2S), (
wobei das Bohr’ sche Magneton eingefihrt wurde as
Hp = eh/2m = 9.27-1024 A m? = 9.27:1024 JT = 14 GHZ/T .

Der Faktor 2 in der obigen Formel ist dabel eine Naherung fir den g-Faktor des Elektrons,
welche aber meist gentigt.

Die Matrixelemente erhdlt man wiederum durch Ausniitzen der Symmetrie. Anstelle von
., 1, und I, benutzt man mit Vorteil die symmetrieangepassten Linearkombinationen

=1 il

y "

Wie man leicht zeigen kann gelten daflr die V ertauschungsrel ationen

[, 1,]=%1,.

Damit erhdt man die Matrixelemente

LIl,m>=m|Il, m>

LL,m>=JI(l+) -m(m+Y)m|Il, m+l>
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Lh,m>=JI(l+) -m(m-)m|I, m-1>

Wie man sich leicht Gberzeugen kann erh@lt man daraus fir einen Spin /2 die Pauli-
Operatoren, multipliziert mit /2. Fir h6here Spins ergeben sich die folgenden Matritzen:

Magnetische Dipolibergénge konnen zwischen beliebigen |Z: Spin-M atritzen
Zustanden auftreten. Die Matrixelemente sind jewells etwa 5
Grofdenordnungen kleiner ds die eektrischen Dipoleemente. Sie spiden deshdb in der
optischen Spektroskopie nur dann eine Rolle wenn die eektrischen Dipollbergange aus
Symmetriegrinden verboten sind.

Eine weitere Art von Ubergangen sind |Z: Quadrupolmoment / d-Orbital
elektrische  QuadrupolUbergénge. Das
elektrische Quadrupolmoment hat die Symmetrie eines d-Orbitals. Es wechsawirkt mit
elner inhomogenen Feldverteilung elner elektromagnetischen Welle. Die Auswahlregeln snd
durch @hnliche Symmetrieliberlegungen gegeben wie beim elektrischen Dipolmoment,
wobel der Operator hier nicht wie ein Vektor transformiert, sondern wie ein Tensor zwelter
Stufe. Soist er z.B. invariant unter einer Drehung um 180°. Seine Matrixelemente sind um
etwa 8 Grolenordnungen kleiner as digenigen des elektrischen Dipoloperators und spiden
deshalb nur dann eine Rolle wenn dektrisches und magnetisches Dipolmoment aus
Symmetriegriinden verschwinden.
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