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2. Zwel-Niveau Atome

Das einfachste und verbreitetste Modell der Wechselwirkung zwischen
Atomen und eleKtromagnetischen Feldern beschreibt das Atom als ein quanten-
mechanisches Zweiniveausystem und das Licht als eine Klassische eleKtroma-
gnetische Welle. ‘Es wird deshalb als halbKlassisches Modell bezeichnet. Ob-
wohl solche Atome mit nur zwei Zust nden in der Natur nicht existieren sind
sie doch eine n tzliche Fiktion und oft eine gute N\ herung f r Ph nomene, die
in der Natur beobachtet werden, sofern die Frequenz der Anrequng nakhe bei
einer atomaren Resonanzfrequenz liegt.

Wer hat QED gehort ?

2.1 Quantenmechanische Beschreibung: Das Jaynes-Cummings M odel

2.1.1 Ubersicht

Klassisch wird die Wechsslwirkung zwischen einem Atom und |Z: Dipol / Feld
dem Strahlungsfeld durch das Skalarprodukt

U=-Ed

beschrieben, wobei E das elektrische Feld und d das atomare Dipolmoment beschreiben.
Gemal3 dem Korrespondenzprinzip kénnen wir diese klassische Wechsdwirkung in einen
Hamiltonoperator umwandeln indem wir die klassschen Variablen durch die ent-
sprechenden quantenmechanischen Operatoren ersetzen. Das elektromagnetische Feld
kann aber nicht durch einen einzelnen Operator ausgedriickt werden. Statt dessen benutzt
man Ublicherwel se eine Summe Uber die einzelnen Moden des Feldes.

Davon gibt es aber unendlich viele. Die vollstandige Form des Ha- |Z: Feldmoden
miltonoperatorsist deshalb bel weitem nicht trivial.

Es gibt jedoch eine vereinfachte Form, die es erlaubt, analytische Resultate zu erhalten
und trotzdem einige wesentliche Aspekte der Wechselwirkung exakt beschreibt. Dazu
vernachléassigt man sémtliche Moden auf3er einer. Dieses Moddll ist von Jaynes und
Cummings entwickelt worden (E.T. Jaynes and F.W. Cummings, Proc. |IEEE 51, 89 (1963)). Es
war urspringlich als ein rein theoretisches Model entwickelt worden, um zu untersuchen,
inwiefern sich die Voraussagen der Quantenmechanik von denen der klassischen Theorie,
d.h. der Maxwell-Gleichungen unterscheiden wirde. Zu dieser Zeit schien es nicht
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denkbar, dal3 man mit einzelnen Moden des Strahlungsfeldes oder einzelnen Atomen
Experimente durchfihren konnte. Inzwischen ist es aber in verschiedenen Gruppen
gelungen, Versuchsaufbauten zu redlisieren, in denen diese theoretische Idedsituation in
einer sehr guten Naherung erreicht wird. Man muf3 daftr einerseits die Wechselwirkung
mit einer Mode verstérken, andererseits die Wechsalwirkung mit alen anderen Moden
unterdrticken, so dal3 die Wechselwirkung des Systems mit einer einzelnen Mode sehr vid
starker wird als die mit allen anderen Moden zusammen.

Literatur: P. Goy, JM. Raimond, M. Gross, and S. Haroche, 'Observation of cavity-enhanced
single-atom spontaneous emission’, Phys. Rev. Lett. 50, 1903-1906 (1983).

H. Walther, 'The single atom maser and the quantum electrodynamics in a cavity', Physica Scripta
T23, 165-169 (1988).

S. Haroche and D. Kleppner, 'Cavity quantum electrodynamics’, Physics Today January 1989, 24-30
(1989).

E.A. Hinds, 'Cavity Quantum Electrodynamics, in Adv. atomic, mol. opt. phys. 28, Editor: D.
Bates, Academic Press, Boston (1991).

S. Haroche, 'Cavity Quantum Electrodynamics, in Fundamental Systems in Quantum Optics, Pro-
ceedings of the Les Houches summer scool, Editor: J. Ddibard, JM. Raimond, andJ. Zinn-Justin,
North-Holland, Amsterdam (1992).

H. Walther, 'Experiments on cavity quantum electrodynamics, Phys. Rep. 219, 263-281 (1992).

Damit eine einzelne Mode salektiert |F: M odenstruktur eines Resonators
werden kann mul3 zundchst de
Modenstruktur des freien Raums modifiziert werden. Dies kann man erreichen indem man
den Raum durch Spiegel begrenzt. Diese erzwingen Randbedingungen fir das
elektromagnetische Feld, welche nur von diskreten Wdlenlangen und damit diskreten
Freguenzen erfillt werden kdnnen. In eéinem dreidimensiona beschrankten Volumen erhdlt
man deshab eine vollsténdig diskrete Modenstruktur. Wird nur eine Dimensionen
eingeschrankt, so erhdt man eine monoton ansteigende Modendichte, die aber diskrete
Stufen aufwelist. Bel zwel Randbedingungen werden aus den Stufen Diskontinuitéten.
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Figur 2.1: Der Mikromaser erlaubt eine gute expe- >
rimentelle Naherung an das JC Modell. SeISet({;ltti?/e 63232 ()=

detection 61 2dg) P ounter B

P> Counter A

Figur 2.1 zeigt schematisch, wie das Strah-
lungsfeld im Prinzip auf eine einzelne Mode owave ‘

2 .
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reduziert werden kann. Die Wechsawirkungs- avity .
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region ist vollstandig von einem Resonator T-1«k

eingeschlossen, dessen Wande dektrisch leitend
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Modenstruktur, d.h. es snd nur bestimmte xcitation
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Durch Anpassen der Geometrie kann die
Frequenz der Moden so angepaldt werden, dal3 eine in der Nahe der atomaren Resonanz
liegt, wahrend dle andern so weit entfernt sind, dal3 deren Beitrag zur Wechsawirkung
vernachlassigbar bleibt. Aus praktischen Uberlegungen muRR dazu die Ubergangsfrequenz
im Mikrowellenbereich des elektromagneti schen Spektrums liegen. Die Atome, welche mit
dem Feld in Wechselwirkung treten werden deshalb in hoch liegenden Rydberg-Zustanden
prapariert bevor se in die Wechsdwirkungszone eintreten. I|hre Wechsdwirkung mit dem
Strahlungsfeld im Resonator wird Uber eine Analyse der heraustretenden Atome erreicht.

Im optischen Bereich des Spektrums ist es bisher nicht gelungen, Strukturen zu bauen,
welche die Atome vollstandig einschliel?en, obwohl Halbleiter-Quantentrogstrukturen
dieses Zid dlmahlich erreichen. Trotzdem it es mdglich, die Modenstruktur auf ene
Weise zu modifizieren dal3 die Wechsalwirkung eines Atoms mit einer bestimmten Mode
wesentlich stérker ist as mit dlen anderen Moden. Solche Effekte kann man in Fabry-
Perot dhnlichen optischen Resonatoren beobachten. Man beobachtet dabel Ublicherweise
verstarkte oder abgeschwaéchte spontane Emission.

Literatur:  D. Kleppner, 'Inhibited spontaneous emission’, Phys. Rev. Lett. 47, 233-236 (1981).

P. Goy, JM. Raimond, M. Gross, and S. Haroche, 'Observation of cavity-enhanced single-atom
spontaneous emission’, Phys. Rev. Lett. 50, 1903-1906 (1983).

R.G. Hulet, E.S. Hilfer, and D. Kleppner, 'Inhibited spontaneous emission by a Rydberg atom’,
Phys. Rev. Lett. 55, 2137-2140 (1985).

G. Gabrielse and H. Dehmelt, 'Observation of inhibited spontaneous emission’, Phys. Rev. Lett. 55,
67-70 (1985).
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W. Jhe, A. Anderson, E.A. Hinds, D. Meschede, L. Moi, and S. Haroche, 'Suppression of sponta-
neous decay at optical frequencies. a test of vacuum-Feld anisotropy in confined space’, Phys. Rev. Lett.
58, 666-669 (1987).

F. DeMartini and G.R. Jacobovitz, 'Anomalous spontaneous-stimulated-decay phase transition and
zero-threshold laser action in a microscopic optical cavity', Phys. Rev. Lett. 60, 1711-1714 (1988).

Oder ds eine Frequenzverschiebung |Z: Verschiebung / Verbreterung
der atomaren Linien gegenuber dem
frelen Raum.

D.J. Heinzen and M.S. Feld, "Vacuum radiative level shift and spontaneous emission linewidth of an
atomin an optical resonator’, Phys. Rev. Lett. 59, 2623-2626 (1987).

Oder as eine Aufspaltung der Resonanzlinien Z: Aufspaltung

M.G. Raizen, R.J. Thompson, R.J. Brecha, H.J. Kimble, and H.J.
Carmichael, 'Normal-mode splitting and linewidth averaging for two-state atoms in an optical cavity',
Phys. Rev. Lett. 63, 240-243 (1989).

R.J. Thompson, G. Rempe, and H.J. Kimble, 'Observation of normal-mode splitting for an atom in
an optical cavity', Phys. Rev. Lett. 68, 1132-1135 (1992).

2.1.2 Hamiltonoperator

Der Jaynes-Cummings Hamiltonoperator besteht aus drei Tellen
Hiot = Hatom + Hteld + Hint @
wobel
Hatom = - 1/2 hogo, Hteld = ho (a'a+ 1/2) @

das freie Atom und das isolierte elektromagnetische Feld darstellen. Der Operator o, is
ein Pauli Spin Operator, der auf das Zweiniveauatom wirkt, mg bezeichnet die atomare
Resonanzfrequenz, und m;_ die Laserfrequenz.

Der Tel des Hamiltonoperators, der auf des |Frage: Operatoren bekannt?
Atom wirkt, hat dabei die folgenden Ma
trixelemente;

Haom [9:n>=- 12w [g,n>,  Hgom |en>=1/2 og |e,n>;

und der Feldteil:
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Hield |9,0> = o (n + 1/2) [g,n>; Hield |&0> = o (N + 1/2) [en>

wobel [n> den Zahlzustand mit n Photonen im Feld darstellt.

Figur 2.2: Die Komponenten des Jaynes-Cum-
mings Modells sind ein Zweiniveauatom
und eine einzelne Mode des Strahlungs-
feldes.

Figur 2.2 zeigt die beiden Komponenten des
Moddls. Das ,Zweiniveauatom” kann hier
einerseits wirklich ein Atom beschreiben, oder
es kann enen Spin-1/2 dasélen. Die
Wechsadwirkung zwischen den beiden ist die
elektrische oder magnetische Dipol Wechsd-
wirkung. Wir benutzen das Korrespondenzprin-
zip und schreiben den Wechsel wirkungsoperator als

Hipe = 01(a+a ) (04+0.) = 01(acs+ ao. + aloy + alo)) = wq(acs+ale) (3

wobel ®1 die Kopplungsstérke parametrisiert. Diese hangt vom atomaren Dipolmoment,

dem Modenvolumen, sowie von der Position des Atoms in der Mode ab. Die Operatoren
o+ Snd Pauli Spin Matrizen, welche den Ubergang vom Grund- zum elektronisch

angeregten Zustand des Zweiniveauatoms beschreiben.

Die erste Form des Hamiltonoperators erhdlt |Z: Effekt der einzelnen Terme
man direkt aus dem Korrespondenzprinzip
indem man den atomaren Dipol durch den Operator

ox=(04++0.)
ersetzt und das € ektrische Feld durch

E=atal

Die Néherungsform erhdt man indem man die Terme a'o, und ac. vernachléssigt. Der

erste der beiden Terme beschreibt den Ubergang eines Atoms aus dem Grundzustand in
den angeregten Zustand wahrend gleichzeitig ein Photon erzeugt wird, der zweite Term
den umgekehrten Vorgang. Diese Prozesse sind nicht energieerhaltend und spielen deshab
erst in sehr hoher Ordnung einer Stérungsrechnung eine Rolle. Die Naherungsform
entspricht der Approximation enes rotierenden Feldes, das in der habklassschen
Na&herung noch diskutiert wird.
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2.2 Diewichtigsten Resultate

2.2.1 Die Struktur des Hamiltonoperators

Fir die Auswertung des Hamiltonoperators benutzen wir eine Bass, die aus den
Produktzusténden |g, n> und |e, n> besteht. Hierbei bezeichnet |g> den Grundzustand des
Atoms, |e> den angeregten Zustand, und n zahlt die Anzahl Photonen. Die Wirkung des
Hamiltonoperators auf diese Zusténde ergibt sich aus

Haom [9.n>=- 12w |g,n>  Hgom|en>=1/2 g |e,n>;
Higd 00> = (n+12) [gn>;  Higdlen>= o (n+1/2) [en> 4
Hint lo,n> = o1+/nlen-1> Hint l&n> = 01+/n|g,n+1>

Die Operatoren der Telsysteme snd somit diagona in dieser Basis, wahrend die
K opplungsoperatoren nichtdiagonal e Elemente enthalten zwischen Zustdnden, die beinahe
entartet snd. Der gesamte Hamiltonoperator hat eine 2x2 Struktur, wie in Figur 2.3
gezeigt

Figur 2.3: Blockdiagonale Matrixdarstellung des Jaynes- | | | | V>
Cummings Hamiltonoperators. —_—

| | n>
Hiea| © | 0 | Ig,n—l>
Die linke Seite der Figur stellt die Struktur des — o —O—l T gn+1>
Hamiltonoperators dar, wobel der schattierte Tell die n+l le,n>
nichtverschwindenden Matrixelemente darstellt. Dieses | ol o |x lg,n+2>
Zerfdlen des Hamiltonoperators in einzelne Un- | =, "~ _|~" le,n+1>

termatrizen ist der Grund dafir, dad das JC-Moddl
analytisch gel 6st werden kann.

Die rechte Halfte der Figur stelt die zugehdrigen Basisfunktionen dar. Die obersten
zwe Zustande entsprechen dem Atom im Grundzustand und n Photonen im eektroma
gnetischen Feld, bez. dem Atom im angeregten Zustand und n-1 Photonen im Feld.

Die einzelnen Submatrizen haben folgende Struktur:

1 )
(n+§) COL - 7 (D]_\/ﬁ

o =h

)

Jh 1, . %
(1)1 n (n'é) (DL 7

Die Energie der beiden ungestorten Zustande unterscheidet sich somit nur um den Betrag
| - ®g, aso um die Verstimmung zwischen Laser und atomarer Resonanzfrequenz. Die
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aul3erdiagonalen Elemente des Hamiltonoperators, welche Absorption und Emission enes
Photons beschreiben, koppeln diese beiden Zustande aneinander, aber nicht an zusédtzliche
Zustande. Sie stellen deshalb ein geschlossenes Zweiniveausystem dar und konnen
analytisch diagonadisiert werden.

2.2.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Eigenwerte dieses Zweiniveausystems sind

Enop=(NoL+Q2) 6)

wobel oo und B Indizes darstellen, welche die Eigenzustdnde numerieren. Die Energie-
differenzist

Q= (g -0 )% +4n0?) ©)

die veralgemeinerte Rabifrequenz. Die Eigenzustande sind

[n;a> = - SinBy|g;n> + cosb|e;n-1> |n;B> = cosBp|g;n> + sinbBple;n-1>  (8)

wobei der Mischungswinkel
tan(26y) = ~'n w1/(o) -0g) 9

durch das Verhdltnis aus Kopplungsstarke +/'n m1 zur Resonanzverstimmung gegeben ist
o -og. Die Eigenzustdnde des gekoppelten Systems sind Superpositionen von zwel

Zustanden, welche sich nur dadurch unterscheiden, daf3 ein Photon sich entweder im Feld
befindet, oder vom Atom absorbiert wurde. Dieser Ubergang von den ungestérten zu den
gekoppelten Zustéanden bezeichnet man auf englisch as ,dressing“. Damit will man
ausdriicken, dal3 die nackten, also ungesttrten Zustédnde des Atoms en Kled aus
Photonen erhalten. Die gekoppelten Zusténde werden deshalb als ,dressed states® be-
zeichnet.

2) 2-Niveau Atome July 12, 2000
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Figur 2.4: Energieniveausder isolierten Subsysteme 'Dr essed
(links, rechts) und des gekoppelten ;
Jaynes-Cummings Systems (Mitte) states Fidd
I
. o . : 3>
Wie Figur 2.4 zeigt beinhaltet jedes Paar von Jf— |
»angezogenen“ Zustanden einen Beitrag von Atom /,' AN
zwei Feldzustanden, die sich um ein Photon > H W >
unterscheiden, und von beiden atomaren E 7T
Zustanden. Die Aufspaltung Q zwischen diesen Q ho, N N\
beiden Zusténden wéchst mit der Wurzel aus  |g> é’ A N |t
der Anzahl Photonen, also mit der Feldstérke. \ \\
Figur 2.5: Energieder ,dressed states’ als Funktion \\\ \\\ 0>

der atomaren Resonanzfre-
guenz.

Figur 2.5 stellt die Energie der ,, be-
kleideten® Zusténde as Funktion der
Laser Versimmung dar. Fir grof3e
Versimmungen sind diese E-
genzustande des gesamten Hamilton-
operators dieselben wie die Zustande T
des ungestOrten Systems, d.h. der
Einflu’ der Wechsalwirkung zwischen
Atom und Feld verschwindet. In der 1
Figur sind sie deshalb mit den T AN ©
Symbolen der ungestorten Zustande,
aso der Produktzustdnde, markiert.

Energy

Auf der Resonanz verhindert der ] 20,
Kopplungsterm ein Kreuzen der ba- | \@97 \
den Zusténde. Die Aufspdtung it

proportional zur Wurzed aus der ]

Photonenzahl und somit zur Feld- o P S B
stérke. | nteressanterweli se ver- Wy ™

icf
schwindet diese Aufspaltung auch atomic frequency

dann nicht, wenn ener der betra

genden ungestorten Zustande |e;0> ist, wenn sich also kein Photon im Feld befindet, dal?
auch dann die Aufspaltung nicht verschwindet. Die Ubliche Interpretation dieser Tatsache
Ist, dal3 auch ein leerer Resonator an ein Atom koppelt, das sich im angeregten Zustand
befindet. Dies ist die eigentliche Ursache fur das Auftreten von spontaner Emission. Der

2) 2-Niveau Atome July 12, 2000
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einzige Zustand, der nicht gekoppelt wir ist der Zustand |g,0>, welcher in der Zeichnung
nicht berticksichtigt wurde.

2.2.3 Dynamik im resonanten Fall

Der Hamiltonoperator bestimmt nicht nur die Energie, sondern auch die zatliche
Entwicklung des Systems. Wir betrachten hier den Fal, wo das Atom zu Beginn im

angeregten Zustand ist, wahrend das Feld mit n-1 Photonen besetzt ist. Wir nehmen an,
dal? das Feld resonant ist, d.h. mg = o und damit 6=0. Wie vorher gezeigt koppelt dieser

Zustand an den Zustand mit n Photonen im Feld und dem Atom im Grundzustand.

Zur Berechnung der Dynamik schreiben wir den Anfangszustand in der Eigenbasis des
Hamiltonoperators als

Y(0) = len-1> = /2 (Jmo> + |n;B>). (10)
Damit konnen wir direkt die zeitliche Entwicklung hinschreiben:
P(t) = len-1>=1/+2 (|n;oc>e'”5n;oct + |n;[3>e'iEn:l3t). (12)
wobel
Ena,p = (NoL Mmain). (12)
Wir transformieren diese Formel zurtick in die Produktbasis und finden
Y(t)=12[-(|g;n>+ |e;n-1>)e'“5ln;oct + (|Jg;n> + |e;n-1>)e'iEn;Bt] =
= 1/2[|g;n> (- €'Emal + g1Enipl) + |en-1>(eEmoat + g1Enipl] =
= [lg;n> () €Ml sin (01+/nt) + [en-1> €MOLE cos (w1 +/nt)] (13)
Die Wahrscheinlichkeit, das Atom im angeregten Zustand zu finden wird damit

|<¥(H)|en-1>[2 = 12 (1 + cos (2w VN t)). (14)

Dieses Resultat beschreibt den oszillatorischen Austausch enes |Z: Oszillation
Energiequantums zwischen dem Atom und dem Feld. Diese Ve-

halten entspricht der quantenmechanischen Version der Rabi-Oszillationen, die wir bel der
halbklassischen Beschreibung kennenlernen werden. Auf dieser Stufe ist die quanten-
mechani sche Beschreibung somit praktisch aquivalent zur halbklassischen Beschreibung.

Dies andert sich wenn wir beriicksichtigen, daR das Feld sch |Z: Feldzustande
nicht in einem Zustand mit bestimmter Photonenzahl befindet.

2) 2-Niveau Atome July 12, 2000
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Das eigentliche Resultat héngt also davon ab, in welchem Zustand sich das Feld befindet.

Fir jede mégliche Photonenzahl erhdlt man eine Owzillation, [Z: Uberlagerung
deren Frequenz proportional zur Wurzd aus der Photonenzahl
i, und deren Amplitude durch die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten dieser
Photonenzahl gegeben ist. Bei einer Uberlagerung von zwei Zahlzustanden erhalten wir
also ein Schwebungssignal, das der Differenz der beiden Kopplungsstéarken entspricht.

Fiir eine klassische Lichtquelle ist das Feld in &- |F: Thermischer Zustand
nem thermischen Zustand. In diesem Fal klingt die
O«zillation rasch ab und die Wharscheinlichkeit, das Atom im angeregten Zustand zu
finden wird 1/2, d.h. das Photon ist zwischen dem Atom und der Mode mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit vertellt. Im frelen Raum findet diese , Teilung“ zwischen dem Atom und
einer undenlichen Zahl von Moden statt, so dal3 die Wahrscheinlichkelt, dal? es sich auf
dem Atom befindet, verschwindet.

Kehren wir zum Fal einer eéinzelnen Mode zuriick und betrachten den Fal enes ko-
hérenten Zustandes, was der Wechsalwirkung mit einem Laserstrahl entspricht.

i = 10 Photons 8 P(E)
1,Q R
o7 N\
- 0.1 ] 2 A
0.5 ®
1 ||I“ Illllll o0 +——r—rr——r—-r—T1—1
2 3 4 5 0 10 20
Rabi frequency Time

Figur 2.6: CummingsKollapsund, Reviva“ fur einen kohdrenten Zustand mit einer mittleren Photo-
nenzahl n=10. Die linke Seite stellt die Besetzungswahrscheinlichkeit der einzelnen Feld-
zustdnde dar, die rechte Seite die Wahrscheinlichkeit, das Atom im angeregten Zustand zu
finden als Funktion der Zeit.

Figur 2.6 illugtriert diesen Fal. Fir einen koharenten Zustand besitzt die Feldstarke
keinen scharfen Wert, sondern eine Vertellung, dessen Breite proportional zur Quad-
ratwurzel aus der mittleren Photonenzahl ist. Ein Atom, welches mit einem solchen Feld in
Wechsdwirkung tritt, erfahrt eine zeitliche Entwicklung, die sich qualitativ von der
oszillatorischen Entwicklung unterscheidet, die wir fur den Fal enes Zahlzustandes
erhielten. In diesem Fall erh&lt man eine Superposition aller moglichen Frequenzen, welche
jewells proportional zur Quadratwurzel aus der Photonenzahl sind. Diese Frequenzen sind
auf der linken Seite von Figur 2.6 dargestellt, jewells mit der entsprechenden Amplitude,
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d.h. der Wahrscheinlichkelt ihres Auftretens in der Verteillung des kohérenten Zustandes.
Die rechte Seite von Figur 2.6. zeigt dies zatliche Entwicklung, dies sich aus der
Uberlagerung dieser Oszillationen ergibt. Aufgrund der Verteilung der Frequenzen ergibt
sich eine Dampfung der Oszillation, wobel die Zerfallszeit indirekt proportional zur Breite
der Verteilung der Rabifrequenzen ist. Danach erreicht das System einen zeitunabhangigen
Zustand, in dem die Héfte der Atome sich im Grundzustand und die andere Halfte im
angeregten Zustand befindet.

Die Verteilung der Rabifrequenzen ist aber nicht kontinuierlich, sondern diskret. Da nur
eine endliche Zahl von Frequenzen zum Signa beitrégt kann es sich nicht um einen
wirklich zeitunabhéngigen Zustand handeln. Die Diskretiserung der Zustéande fihrt
deshab zu einem Wiederaufleben der Oszillationen. Die Zeit bis zum Erscheinen dieses
»Echos* ist indirekt proportional zum Abstand zwischen den Rabifrequenzen [Rempe,
1987 #1758]. Der Zerfall und das Wiederaufleben dieser Oszillationen sind in der Literatur
ads ,Cummings Kollaps® und ,revival® bekannt. Sie selen einen wesentlichen
Unterschied zwischen den klassischen Voraussagen fir die zeitliche Entwicklung und den
guantenmechanischen Voraussagen dar und konnten vor wenigen Jahren erstmals
beobachtet werden, und zwar in einem Mikrowellenresonator extrem hoher Gite
(Q~1019) (G. Rempe, H. Walther, and N. Klein, ‘Observation of Quantum Collapse and Revival in a
One-Atom Maser’, Phys. Rev. Lett. 58, 353-356 (1987)).

2.3 Halbklassische Beschreibung: Das M odell

2.3.1 Ubersicht

Der Ausgangspunkt fur die halbklassische Beschreibung ist ein Zweiniveaumodell fur
das atomare System, wobei die beiden Zustadnde durch einen dipol-erlaubten Ubergang
verbunden sind. Diese quantenmechanische Zwelniveausystem wird von einer klassischen
el ektromagnetischen Welle getrieben (R.G. Brewer, Coherent optical spectroscopy, in Frontiers of
Laser Spectroscopy, Editor: R. Balian, S. Haroche, andS. Liberman, North Holland (1977); L. Allen and
J.H. Eberly, 'Optical resonance and two-level atoms, Dover Publications, Mineola, NY (1987).). Dies
ist das halbklassische Analog des klassischen Lorentz-Lorenz-Modells der Dispersion (H.A.
Lorentz, 'Uber die Beziehung zwischen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes und der
Korperdichte, Ann. Phys. Chem. 9, 641-665 (1880); L. Lorenz, 'Uber die Refractionsconstante,
Wiedem. Ann. 11, 70-103 (1881); M. Born and E. Wolf, 'Principles of optics, Pergamon Press,
Oxford (1986).). Das haklasssche Moddl gleicht dem klassischen weitgehend: in beiden
Félen treibt die eektromagnetische Wdle einen schwingungsfahigen Dipol. Dieser igt
selbst die Quelle einer elektromagnetischen Wedle, welche mit der eingestrahlten Wele
weiter 1&uft und sich ihr Uberlagert. Die in-, resp. aul3er Phase Komponente dieser Wedle
fuhrt zu Absorption, resp. Dispersion.
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Das Modell beschreibt das materielle System as en einzelnes Atom. Experimentell
verwendet man hingegen ein Ensemble von Atomen und das Signa stellt eine Summe
Uber dle Beitrége der einzelnen Atome dar. In den meisten Féllen behandelt man sdmt-
liche Atome als identisch und betrachtet nur einen Vertreter. Der Dichteoperator, resp. die
Zustandsfunktion des Systems beschreiben deshalb ein gemitteltes Atom. Solange die
verschiedenen Atome gut voneinander isoliert sind und die gleiche Umgebung sehen it
diese Ndherung sehr gut. Die wichtigsten Abweichungen sind Relaxationseffekte und
Inhomogenitaten. Relaxation kommt durch die Wechsalwirkung zwischen den einzelnen
Tellsystemen zustande, sowie durch die Wechsdwirkung mit der Umgebung. Diese ge-
schieht vor alem Uber elektromagnetische Felder und/oder Uber die trandatorischen
Freiheitsgrade. Die wichtigsten inhomogenen Effekte sind die Dopplerverbreiterung auf-
grund der thermischen Geschwindigkeit der Atome.

Wie im quantenmechanischen Fall schreiben wir fir die Zustande des Atoms |g>
(Grundzustand) und [e> (angeregter Zustand, siehe Figur 2.7). Die beiden Zustande sind
Uber einen elektrischen Dipol-Ubergang verbunden.

Figur 2.7: Das Moddlsystem: das Atom ist ein quantenmechani- tom
sches Zweiniveausystem, welches durch ene _
klassi sche el ektromagneti sche Welle getrieben wird. ight =
Wir nehmen an, dai3 der Ubergang elektrisch-Dipol er- ,\/\/\/\“ o>
laubt ist. Die beiden Zustande haben dann unterschiedliche

~

Paritdt. Wenn wir die Phasenfaktoren geeignet wahlen hat der Dipoloperator d die
Matrixelemente

<eldig>=pg <g|dle>=pg <eldle>=<gldjg>=0 , (15

wobel e das reelle Matrixelement des Dipoloperators darstellt.

2.3.2 Basisoperatoren

Das System hat drel Freitheitsgrade, d.h. seine Operatoren kdnnen in einer Basis von 3

Operatoren aufgespannt werden, zusétzlich zum Einheitsoperator. Fir diese Basis wahlen
wir die drei Spin-Operatoren Sy, Sy und Sz. Wenn wir die Einheiten so wahlen dal3 h=1,

werden die Matrixelemente dieser Operatoren zu

<g|Sx|g>=0 <g|Sx|e> = 1/2 <€|Sxle> =0

<glSylg>=0 <glSyle> = -i/2 <elSyle> = 0 (16)
<gSz|g> = 12 <g|Sle> =0 <elSle> = -1/2
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oder, in Matrixdarstellung

_;(01) _L(O—l) -1
S, = S, = S =
x 210 y 2 2

(17)
Wie man leicht feststellen kann erfiillen diese Operatoren die folgenden Vertauschungs-
relationen

[Sx,Sy] =i S; und zyklische Permutationen . (18)

Die Bewegungsgleichungen eines solchen Zweiniveausystems wurden erstmals von
Felix Bloch genau diskutiert (F. Bloch, 'Nuclear induction’, Phys. Rev. 70, 460-485 (1946).), und
zwar fur die Beschrelbung der magnetischen Resonanz. Die Zweiniveausysteme waren in
diesem Zusammenhang Spin-1/2 Systeme. Die resultierenden Bewegungsgleichungen snd
deshab as Blochgleichungen bekannt. Etwa 10 Jahre spéter zeigten Feynman, Vernon
and Hellwarth (FVH) dal? jedes Zweimiveausystem den gleichen Bewegungsgle chungen
gehorcht und deshlab mit Hilfe der Blochgleichungen diskutiert werden kann (R.P.
Feynman, F.L. Vernon, and R.W. Helwarth, '‘Geometrical representation of the Schrodinger equation for
solving maser problems, J. Appl. Phys. 28, 49-52 (1957)). Aufgrund dieser Analogie bezeichnet
man allgemein Zweiniveausysteme gerne as Pseudo-Spin 1/2 Systeme und diskutiert die
Bewegungsgleichungen indem man Telle des Systems as Spin-Komponenten bezeichnet
und die Wechsawirkung mit &usseren Feldern auf magnetische Wechsalwirkungen
zurtckfuhrt.

In diesem Bild entspricht der Grundzustand des Systems z.B. dem +1/2 Zustand des
Pseudo-Spins, wahrend der angeregte Zustand dem -1/2 Zustand entspricht. Die Ener-
giedifferenz zwischen Grund- und angeregtem Zustand entspricht der Zeeman-Aufspal-
tung. Die z-Komponente des Pseudospins beschreibt die Populationsdifferenz zwischen
den beiden Zustadnden. Im Fall des optischen Zweiniveausystems beschreiben die x- und
y-Komponenten die quantenmechanische Koharenz zwischen den beiden Zustanden,
welche physikalisch ein oszillierendes eektrisches Dipolmoment beschreibt. Dieser Pseu-
dospin ist aul3erordentlich hilfreich fir die Visudiserung der zeitlichen Entwicklung des
Systems, welche exakt auf die Bewegung eines Drehimpul ses zuriickgefiihrt werden kann,
der an ein magnetisches Moment gekoppelt ist.

2.3.3 Hamiltooperator

Der Hamiltonoperator eines Atoms, das von einem monochromatischen Feld
E=172{E,e®t+cc)}

getrieben wird, kann geschrieben werden als
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H = Haom + Hint = - o Sz -2 Wy COS((DLt) Sx , (19)

wobel wo die eektronische Anregungsenergie beschreibt, w| dieLaserfrequenz, und die
K opplungskonstante

ox = Eg He (20

die Wechselwirkung zwischen dem atomaren Dipolmoment e und dem elektrischen Feld
Eo. In dieser Form des Hamiltonoperators, wie auch in dlen folgenden Rechnungen

schreiben wir Energieeinheiten in der Form von Frequenzen. Damit erhalten wir ene
direkte Beziehung zu den entsprechenden Experimenten, wo Energiedifferenzen immer
als Frequenzen erscheinen.

Im Hamiltonoperator von Gleichung (19) erscheint das elektrische Feld nicht ds
Vektor, sondern dsein Skalar. Dies ist ein inhdrentes Problem des Zweiniveasystems, das
nur gel6st werden kann indem man das Zweiniveaumodell aufgibt und eine vollstandigere
atomare Struktur mit einer grofReren Zahl von Zusténden berlicksichtigt. In der hier
benutzten Form des Hamiltonoperators ist der Ursprung der Energieachse in der Mitte
zwischen den beiden Zustanden. Diese Wahl des Ursprungs ist geeignet, die Symmetrie
des Systems deutlich zu machen.

Wir benutzen die FVH-Anaogie, um diesen Hamiltonoperator auf denjenigen enes
Spin-1/2 Systems in einem Magnetfeld zurlickzufiihren. Die eektronische Anregungs-
energie

o = Mz Bz

entspricht der Zeeman Energie u, B, aufgrund der Aufspaltung der Spinzustéande in
einem starken Magnetfeld, welches parallel zur z-Achse orientiert ist.

Die Kopplung an das oszllierende Laserfeld ist aquivaent zur |Z / F : NMR
Wechsalwirkung eines Spins 1/2 mit einem oszillierenden Magnetfeld
paralel zur x-Achse, wobei die Kopplungsstérke

Wy = 1/2 py By

betragt und By die Amplitude des magneti schen Wechselfel des betragt.

2.3.4 Dichteoperator

In vidlen Experimenten, die in diesem Zusammenhang interessieren besteht das phy-
skdische System aus einem Ensemble von Atomen, welches nicht mit Hilfe einer Wd-
lenfunktion oder Zustandsfunktion beschrieben werden kann.
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Dies seht man z.B. wenn man ein thermisches Ensemble von [7- Ensemble
Atomen betrachtet. Von einer Million Spins 1/2 sind im thermischen
Gleichgewicht unter typischen Bedingungen 500°'001 paraled und 499999 entge-
gengesetzt zum Feld ausgerichtet. die Magnetisierung betrégt deshalb

2100, N,

wobe N die Teillchendichte darstellt.

Frage: welche Wellenfunktion beschreibt diesen Zustand?

Esist aber nicht mdglich, diesen Zustand mit Hilfe einer Wellenfunktion darzustellen.

Fir die Beschreibung eines solchen Ensembles bentétigt man statt dessen den soge-
nannten Dichteoperator

p = [y><vyl

(U. Fano, 'Description of states in quantum mechanics by density matrix and operator
techniques, Rev. Mod. Phys. 29, 74-93 (1957).). Damit kann man Erwartungswerte
berechnen als

<A> = Sp{pA}

Wie jeder guantenmechanische Operator kann auch der Dichteoperator in einem
geeigneten Satz von Basisoperatoren aufgespannt werden. Fir das Zweispinsystem

besteht ein besonders geeigneter Satz von Basisoperatoren aus den Drehimpul soperatoren
Sx, Sy und Sz die oben definiert wurden. Wir schreiben die Entwicklungskoeffizienten ds

Sx, Sy, and sz, so daf3 der Dichteoperator folgende Form erhalt

p'=al+sSx+sSy+5S; .

Die Diagonalelemente des Dichteoperators stellen Populations- |Z: Populationen
wahrscheinlichkeiten dar, z.B. p11 die Wahrscheinlichkeit, dal3

sich das Atom im Grundzustand befindet. Die Summe der Diagonaeemente muf3 deshab
immer gleich 1 sein,

Zipi=Xpi=1,

dasich jedes System in irgendeinem Zustand befinden muf3. Damit wird der Koeffizient a
bestimmt als 1/2 und der Dichteoperator wird

P'=l21+5 S+ S +5,5; . Z: Matrisdorm
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Der Einheitsoperator 1 ist zeitunabhangig und tragt zu keiner beobachtbaren Gréle bei;

Im Sinne einer Abklirzung ist es deshalb haufig einfacher, diesen Tel des Dichteoperators
herauszul 6sen und den reduzierten Dichteoperator

:SXSX+SySy+SZSZ, (22)
Zu betrachten, dessen Spur verschwindet.

Die Entwicklungskoeffizienten sy, s, und s, sind die Komponenten eines Spinvektors.

Wenn wir ein Spin-1/2 System betrachten, so entspricht dies genau den 3 kartesischen
Komponenten des Drehimpul svektors.

Handelt es sich um einen optischen Ubergang, so gibt |Z: Pseudospin-Analogie
es keines solche Beziehung, aber, wie FVH gezeigt

haben, konnen wie se ds die Komponenten eines Pseudo-Spins betrachten, welcher die
Entwicklung des Systems beschreibt. Seine z-Komponente beschreibt die
Populationsdifferenz: Fir s, = 1 sind dle Atome im Grundzustand |g>, und die Energie

des Systems erreicht eéin Minimum,

Sp{#p} = -wg/2.

Figur 2.8: Vergleich von Wsdlen- a) Atomsin ground state b) Atoms in excited state
funktion und dichteope-

rator fir Atome im

Grundzustand und im m
elektronisch  angeregten

Zustand.

Figur 2.8 illustriert die Orien-

i i 1 10

tierung des Pseudospins S und , =|g>= (0) p= (00) - > = 1 P\, = 01
zeigt die entsprechende Wedlen-

funktion und den Dichteoperator, P -SZ—% %_01) Py =-S,= —(—1 0)

der diesen Zustand beschreibt. Da

wir den Tal dimniert haben, der proportional zum Einheitsoperator ist, wird der
Dichteoperator spurfrei. Die transversalen Komponenten des Pseudo-Spins S bezeichnen
das optische Dipolmoment des Atoms und entsprechen dem quantenmechanischen
Analogon der oszillierenden Dipolmomente der Lorentz-Lorenz Theorie. Wie in Figur 2.9
gezeigt bezeichnen sie eine kohérente Superposition der beiden Zustande.
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Figur 2.9: Die transversaen

Komponenten des \Pa
seudospins  be-

zeichnen eine ko-

hérente Superpo-

gtion der beiden
guantenmechani-

schen  Zustande.

Die Orientierung

des Pseudospins

gibt die Phase der
optischen  Polari-
sation an.

- NSl

%) o= 75(1)
y % %g

Sy:%(? 6')

I—‘O
1

o
Q
I
wn
11
NII—\

23) P

Die Orientierung des
Pseudospins in der transversalen Ebene bezeichnet die Phase des oszllierenden
Dipolmomentes, in direkter Analogie zur komplexen Notation fUr die Beschreibung des
elektrischen Feldes.

Der wichtigste Unterschied zwischen dem klassischen und dem quantenmechanischen
Dipolmoment ist die maximale Grof3e, die das induzierte Dipolmoment erreichen kann. Im
klassischen Fall hatten wir gefunden, dal3 das induzierte Dipolmoment proportional zum
elektrischen Feld i,

P=y¢eE.

Damit kann das induzierte Dipolmoment beliebig grof3 werden wenn nur das Anregungs-
feld entsprechend stark ist. Im guantenmechanischen Fall hingegen kann das induzierte
Dipolmoment eine maximale GrofRe nicht Uberschreiten. Mathematisch wird diese
maximale Groél3e durch die Bedingung fir die Spur des Dichteoperators gegeben

Im FVH-BIild impliziert diese Beziehung dal3 die Lange des Spinvektors beschrankt ig:
Der Vektor muld innderhalb der Einheitskugel liegen. Endet er auf der Kugeloberflache, so
befindet sich das System in eéinem reinen Zustand, d.h. ale betelligten Atome sind im
gleichen quantenmechanischen Zustnd. Dies sind genau digenigen Zustande, die mit Hilfe
eines Zustandsvektors beschrieben werden konnen. Fir einen gemischten Zustand
(tr{ %} < 1), kann der Vektor kiirzer sein, aber nie langer.

Der Unterschied kann auch auf die Struktur der |Z: Unterschiede/ M odelle
Energieniveaus zuriickgefihrt werden: Auch in der
Quantenmechanik kénnen Oszillatoren beliebig grofde Auslenkung erfahren, sofern es sch
z.B. um harmonische Oszillatoren handelt. Der Grund ist der, dal3 ein harmonischer
Oszillator ein nach oben unbegrenztes Spektrum besitzt. Ein Zweiniveausystem, hingegen,
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ist sowohl nach unten wie nach oben beschrankt. Jedes Atom kann deshalb maximal en
Photon absorbieren, wahrend ein harmonischer Oszillator immer ein welteres Photon
absorbieren und damit in einen héheren Zustand tbergehen kann. Die Beschrankung der
Energieaufnahme durch die quantenmechanische Struktur limitiet auch die
Ogzillationsamplitude. Fir kleine Amplituden,

SaSy«l,s=1,

bel denen sich das System hauptsachlich im Grundzustand befindet, verhdt sich das
guantenmechanische Zweiniveausystem wie ein klassischer Dipol. Dies ist der Bereich, in
dem Stérungsrechnung nitzlich ist. Das Resultat der Stoérungsrechnung ist deshalb
identisch zum Resultat des klassschen harmonischen Oszillators des Lorentz-Lorenz
Modells (W. Heitler, 'The quantum theory of radiation’, Dover Publications, New York (1953).). Bis
zur Entwicklung des Lasers war es in der Optik selten moglich, diesen Bereich zu ver-
|assen.

2.4 Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung fir den Dichteoperator lautet
p(t) = -[#(t), p()] (23)

Fir diese Bewegungsgleichung existiert keine gschlossene Ldsung wenn der Hamilton-
operator zeitabhangig ist. Eine solche Lésung wirde in der Angabe der Zeitabhangigkeit

dler vier Matrixelemente des Dichteoperators bestehen. Fir die formale Beschrelbung ist
es aber niitzlicher, nicht die eigentlichen Matrixelemente pj; zu betrachten, sondern den

Dichteoperator in einer Basis von Operatoren zu entwickeln.

Meistens benutzt man dafir die Bass der Spinoperatoren. Die Basis selbst blelbt
zeitunabhangig, wahrend die Entwicklungskoeffizienten ds zeitabhangig betrachtet
werden:

P(t) = sx(t) Sx + 5y(1) Sy + 5-(1) Sz - (24)

Diese Entwicklung erlaubt uns, die Schrodingergleichung in ein lineares System von
gewohnlichen Differentialgleichungen umzuformen, dessen Variablen die Entwicklungs-
koeffizienten des Dichteoperators sind. Mit dem Hamiltonoperator aus Gleichung (19)
erhalten wir fir die Bewegungsgleichung

P =5(1) Sx+5,() Sy +5,() S, = (25)
= -i[21, p()] = -i[-020Sz - 2 oy cos(L D) Sx. S(t) S+ (1) Sy +5(1) S -
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= -i{ 00 (Sx(1) [S2.S4] + sy(1) [S2Sy] + (1) [S2.S2)
- 2 @y cos(oL t) (Sx(t) [Sx,Sx] + sy(t) [Sx.Sy] + (1) [Sx. &)} -
= -i{ -0 1 (x(t) Sy - Sy(t) S0) - 2 o cos(@L 1) i (Sy(t) Sz - A1) Sy)} -
= { -0 (S«(t) Sy - sy(t) Sx) - 2 wy cos(@t) (5y(1) Sz - A1) Sy)} -

Flr die Entwicklungskoeffizienten erhalten wir damit eine Bewegungsgleichung, die in
Matrixschrebwei se folgende Form hat:

S 0 0) 0 S

q X 0 X
ql S 1= -0y, 0 20, cog(, 1) S (26)
S, 0 —2(oX cos((ol_t) 0 S,

Diese Gleichung ist identisch mit der klassischen Bewegungsgleichung fur einen Dreh-
impuls. Die drel Entwicklungskoeffizienten sind die Komponenten enes Drehim-

pulsvektorsim dreidimensionalen Raum. Die Matrix, welche dessen zeitliche Entwicklung
bestimmt, entspricht somit einem Drehmoment. Die statische Komponente wg wirkt

entlang der z-Achse und die zeitabhéangige (2 oy cos(w( t)) entlang der x-Achse. Die

beiden Komponenten haben blicherweise eine sehr unterschiedliche Gréf3enordnung. Die
statische Komponente betragt in der Optik etwa 1014-101° Hz, die ozillierende ist
tiblicherweise kleiner als 102 Hz. In der Kernspinresonanz liegt die statische bei etwa 108
Hz, die oszillierendeist < 10° Hz.

Die einzigetriviale L6sung finden wir fur den Fall verschwindender Kopplung,
oy =0,
d.h. fUr freie Atome. In diesem Fall ist die Losung
Sx(t) = 5¢(0) cos(agf) + 5(0) sin(wgt)
sy(f) = 5(0) cos(epf) - 5¢(0) sin(agt) (27)
A1) = 57(0)

was der Prézession des Spins um die z-Achse entspricht, d.h. um das virtuelle Magnetfeld,
wiein Figur 2.10 gezeigt.
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Figur 2.10: (a) Freie Evolution des
Pseudospins. (b) Zu-
gehorige zetliche Ent-
wicklung des Dipolmo-
ments.

b) Dipole moment
2tr{p(t) S}

4

AN
\/

Fir die optische Polarisation
des Systems,

Time

2 Ue Sp{p(t) Sx} = HE sx(1),

27l ax,

entspricht diese Prézesson ener
Oxzillation mit der Frequenz wg, wie in der rechten Halfte von Figur 2.10 dargestellt.

Diese Ogzllation it das quantenmechanische Analogon des oszillierenden Dipols der
Lorentz-Lorenz Theorie.

2.5 Rotierendes K oordinatensystem

Die vorliegende Form der Bewegungsgleichung ist in zwel Beziehungen unbefriedi-
gend: Im Fall verschwindender Kopplung finden eine Prézession des Pseudo-Spins mit der
atomaren Resonanzfrequenz mg/2r, welche im sichtbaren oder infraroten Tel des
Spektrums von der GroRenordnung von 1014-101° Hz ist. Diese Préazessionsfrequenz ist
nicht direkt beobachtbar. Hingegen maskiert se langsamere Bewegungsprozesse, die
eigentlich interessanter sind.

Das zweite Problem ist die Zeitabhangigkeit des Hamiltonoperators - dadurch erhalt
man keine anaytische Losung fir die Bewegungsgleichung. Beide Probleme kdnnen
eiminiert werden wenn wir eine Koordinatentransformation auf die Bewegungsglei-
chungen anwenden, so dal3 se nicht mehr im Laborsystem geschrieben werden. Dieses
neue Koordinatensystem rotiert gegentiber dem Laborsystem um die z-Achse. Indem wir
uns mit diesem System mitdrehen klammern wir die schnelle Bewegung des pseudo-spins
aus der Betrachtung aus. Die sdbe Transformation diminiert gleichzeitig die
Zeitabhangigkeit des Hamiltonoperators und ermdéglicht es damit, eine analytische L dsung
der Bewegungsgleichungen zu finden. Mathematisch entspricht diese  Koordi-
natentransformation einer unitéren Transformation, welche wir unten im Detail disku-
tieren. Physkalisch erhdit man diese Transformation Uber eine Rotation des Koordina
tensystems um die z-Achse. Well en rotierendes Koordinatensystem kein Inertialsystem
Ist, erwarten wir, dal3 die Bewegungsgleichungen korrigiert werden mussen wenn wir se
im rotierenden Koordinatensystem schreiben. Dies geschieht durch die Einfihrung eines
zusétzlichen Terms, ahnlich wie der Zentrifugalkraft, resp. der Corioliskraft.
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Fir die Herleitung der Bewegungsgleichungen im rotierenden Koordinatensystem
schreiben wir zundchst den Hamiltonoperator in der neuen Basis. Anstele der blichen
Basis |o>, [B> benutzen wir eine zeitabhangige Basis

|ar> - |(x> e'(DLt/Z |Br> - |B> e'|(D|_t/2 . (28)

In Vektorschreibwel se entspricht dies einer Transformation

B ellgly)

Wir konnen den Transformationsoperator U schreiben as

Tutorial: Funktion eines Operators

u() = o>, (30)

was einer Rotation um die z-Achse mit der Frequenz m| des L aserfeldes entspricht.

Diese  Wechsdlwirkungsdarstellung  wird |Beweis. Anfangszustand = (1,1)
deshab ds rotierendes Koordinatensystem
bezeichnet.

Ein quantenmechanischer Zustand
W(t) = Colo> + B> = Colal>eOLYZ + ca|pf>e OLU2 (31)

besitzt die beiden Darstellungen

i, t/2
lab Col r Co e NP
p'3) = P(t) = . —UP P . 32
(t) cy () (CB o, 12 () (32

Der obere Index bezeichnet die Basiszustande, welche fir die entsprechende Darstellung
verwendet wurden. Die Transformation der Zustandsfunktion ist deshalb das Inverse der
Transformation der Basiszustande. Die Transformation der Zustandsfunktion impliziert fir
die Transformation des Dichteoperators

pr=(¥><¥|)" = Ul ¥><¥|u=Upu. (33)

Die gleichen Transformationseigenschaften mussen auch fur ale Observablen gelten, da
die Erwartungswerte unabhangig von der Basis sein missen, in der sie berechnet werden :
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<A>= Sp{pA} = Sp{p'A'} .
Wir benutzen die Transformation fiir den Dichteoperator
<A>=Sp{p'A"} = Sp{UpU A"} = Sp{p UAT U},

wobe im letzten Schritt die Invarianz der Spur unter zyklischen Vertauschungen ver-
wendet wurde. Somit muf3 gelten

A=UAryl oder AT=ulau

Diese Beziehung gilt fur ale Observablen. Lediglich der Hamiltonoperator ist ene
Ausnahme, da er nicht nur eine Observable ist, sondern gleichzeitig der Erzeuger der
Bewegung des Systems.

2.6 Transformation des Hamiltonoperators

Fir die Herleitung der Bewegungsgleichung im rotierenden Koordinatensystem be-
trachten wir die zeitliche Ableitung des Zustandes

by’ =dun ¥*n)=v"0 Y*o+uo IvPn .

Wir benutzen die Schrédingergleichung im Laborsystem und schreiben den Zustand im
rotierenden Koordinatensystem. Damit finden wir

Dy = (U uw-uteix o) vy . (@)

Der Hamiltonoperator soll der Erzeuger der zeitlichen Entwicklung bleiben. Deshab
mussen wir fordern, dal3 seine Darstellung im rotierenden Koordinatensystem gegeben is
durch

#'=ulylady +july. (36)

Diesist die dlgemeine Form der Transformation des Hamiltonoperators. Zusétzlich zur
ublichen Transformation eines Operators

ulglaby
erhalten wir einen Korrekturterm

iulu,
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welcher nicht verschwindet wenn der Transformationsoperator U zeitabhangigist.

e Er berlicksichtigt die Tatsache, dal3 das rotierende Koordinatensystem kein Inertia-
system darstellt und kann as eine Analogie zur Corioliskraft der klassischen Mechanik
gesehen werden.

e Er héngt nicht vom Hamiltonoperator ab, sondern lediglich vom Transformations-
operator U.

Wir wenden diese algemeine Form auf den Hamiltonoperator von Gleichung (19) an
und finden

#" = UL(t) Harom U(t) + U () #ine U(E) +i UL UGR)

Detailrechnung
= -Awg Sz - 0y Sx - Oy Sx COS(2m t) - 0y Sy SNy 1) (37)

mit
Awg= 0o - O . (38)

Die Wechsalwirkungsenergie mit dem statischen Magnetfeld ist somit um eine Photo-
nenenergie reduziert. Der Wechsdwirkungsterm besteht aus zwel Tellen, einem zeit-
unabhangigen und einem zeitabhangigen Tell, der mit der doppelten Laserfrequenz um die
z-Achse rotiert. Diese Aufteilung hat auch eine physkalische Interpretation: Die beiden
Beitrége entsprechend den zirkular polarisierten Komponenten eines linear polariserten
Feldes..

Figur 2.11: Die Wechselwirkung zwischen ein- ) Laboratory frame b) Rotating frame
em Zweiniveauatom und enem La
serfeld erscheint als ein oszillieren- Z
des Feld im Laborsystem, d.h. as
eine Superposition zwischen zwel
gegenlaufig rotierenden  zirkular
polarisierten Feldern. Im rotieren-
den Koordinatensystem erscheint
digenige zirkular polariserte Kom- y
ponente, die parald zum Koordi- X —
natensystem rotiert statisch, wah-

+
rend die gegenlaufige Komponente
mit der doppelten Frequenz rotiert. @ /\
+ 2 —)

Digenige Komponente, welche im La &
borsystem in die gleiche Richtung rotiert
wie das Koordinatensystem wird im rotierenden System zeitunabhangig, wéahrend die
andere Komponente hier mit der doppelten Frequenz rotiert. Stérungsrechnung zeigt, dal3
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diese gegenlaufige Komponente in niedrigster Ordnung vernachlassigt werden kann, dso
dann wenn das Wechsdlfeld klein ist im Vergleich zum statischen Feld. Diese Naherung ist
die direkte Anadogie zur Vernachldidgung derjenigen Terme des Jaynes-Cummings
Operators, die nicht energieerhaltend sind, also z.B. denjenigen Term, der gleichzeitig das
Atom anregt und ein Photon erzeugt.

Der Hamiltonoperator fir das rotierende K oordinatensystem wird dann
H' = -Aog Sz - 0y Sx (39)

Diese Naherung, bel der wir die gegenlaufig rotierende Komponente vernachlassigt habe,
wird as , Rotating wave approximation“ bezeichnet. In zweiter Ordnung erzeugt die
gegenlaufige Komponente eine Verschiebung der Resonanzfrequenz um den Betrag

wy?l(day),

welche in der magnetischen Resonanz a's Bloch-Siegert shift bezeichnet wird (F. Bloch and
A. Siegert, 'Magnetic resonance for nonrotating Felds, Phys. Rev. 57, 522-527 (1940).) und in der
L aserspektroskopie as dynamischer Stark-Effekt. Dieser nichtresonante Effekt skaliert
invers proportional zur Resonanzfrequenz und direkt proportional mit der Intensitét. Er is
vor alem dann wichtig wenn bei hohen Intensitéten mit hoher Auflésung gearbeitet wird.

Rein mathematisch gesehen ist die Transformation ins rotierende System wie wir se
oben definiert haben nicht eindeutig, da die Laserfrequenz m| positives oder negatives

Vorzeichen haben kann. Physikalisch hingegen ist nur digenige Variante snnvoll, bei der
die verbleibende longitudinde Komponente Awg minimiert wird. Dies bedeutet dal3 das

Koordinatensystem bezliglich dem Laborsystem in die gleiche Richtung rotiert wie der
Pseudospin unter dem Einflu? des internen Hamiltonoperators. Im rotierenden Ko-

ordinatensystem prézediert der Pseudospin ebenfals, aber mit einer reduzierten Frequenz
Awmg, die gegentber der Prézessonsfrequenz im Laborsystem um die Laserfrequenz

reduziert wurde. Diese Frequenz kann auch verschwinden oder negativ werden.

2.7 Geometrische Analyse

Das Feynman-V ernon-Hellwarth Bild des Zweiniveausystems liefert die Eigenwerte und
Eigenvektoren dieses Problems iber rein geometrische Uberlegungen, ohne eine
eigentliche Diagonalisierung des Hamiltonoperators.
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Figur 2.12: Richtung des effektiven Feldes.

Wie Figur 2.12 zeigt kann der Hamiltonoperator
as eine Wechsalwirkung mit einem effektiven Feld
interpretiert werden, dessen Komponenten entlang
der x- und z-Achse orientiert sind. In Frequenz-

einheiten i die z-Komponente durch die Fre-
guenzverstimmung Awg = wg-w. gegeben und die x

Komponente wy entspricht der Wechselwirkung zwischen dem atomaren Dipolmoment
und dem Laserfeld. Das effektive Feld mgff, die Vektorsumme der beiden Komponenten,

liegt in der xz Ebene, unter einem Winkel

6 = tan"! (wy/Awg) (42)

von der z-Achse. Diesist der gleiche Mischwinkd wie wir im Falle des Jaynes-Cummings
Modells gefunden hatten. Die Stérke dieses Feldesist

weit = (Awg? + 0, )2, 43)
wie Figur 2.12 zeigt.

Um dieses System in die Eigenbasis zu bringen rotieren wir die Quantisierungsachse in
die Richtung von o,

HA=dOSy ¢ elSy = _ s Sy . (44)

Die beiden Exponential operatoren rotieren die Quantisierungsachse des Hamiltonoperators
um einen Winkd 6 von der z-Achse in die Richtung des effektiven Feldes. Der obere

Index d zeigt an, dal3 der Hamiltonoperator in dieser Basis diagonal ist.

2.8 Eigenwerte und Eigenvektoren

In dieser Basisist der Hamiltonoperator diagona und wir finden fUr die Eigenwerte

At = +12 0atf = + U2 (0y2+Amg2) Y2, (45)

Die Eigenvektoren sind parald, resp. antiparald zur Richtung des effektiven Feldes. In
der Basis des rotierenden Koordinatensystemsist ihre Darstellung

cos) —sing
o+ = sind 5= cos® |- (40)
2 2
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Diese Zustande sind Superpositionszustande zwischen Grund- und angeregtem Zu-
stand. In einem quantenmechanischen Bild ist das Photon aufgrund der Wechsalwirkung
teilweise an das Atom gebunden, aber es wird nicht vollstandig absorbiert. Man bezeichnet
diese Zustande haufig as ,dressed states*, also bekleidete Zustdnde, in Analogie zur
Situation die wir beim Jaynes-Cummings Moddl diskutiert haben. Die Energie dieses
Zustandes hangt nicht nur vom internen Hamiltonoperator des Atoms, sondern auch von
der Frequenz und der Amplitude des Laserfeldes ab.

Figur 2.13: Energie der be-
kleideten Zu-
stdnde as Funk-
tion der Laserver-
stimmung.  Die
gestrichelten  Li-
nien zeigen den
Verlauf fir den
Fal verschwin-
dender Kopp-
lungsstérke.  Die
kleinen Bilder
zeigen die Rich-
tung des effekti-
ven Feldes fir
unterschiedliche
Laserverstim- ]
mungen. T T T T [ T 7 T 1 T T T [ T T T

-4 -2 0 2 4

Laser detuning Awy/,

Figur 2.13 zeigt die Ab-
hangigkeit der Energien der bekleideten Zustdnde von der Laserfrequenz. Die Wechsd-
wirkung mit dem auleren Feld ist offensichtlich dann am stérksten wenn dieses resonant
ist, dso dann wenn die beiden Zustande in der Abwesenheit eines Feldes entartet waren.
Dieser Fall wird durch die gestrichelten Linien markiert. Die Einfligungen zeigen die Rich-
tung des effektiven Feldes fr negative, verschwindende, und positive L aserverstimmung.

Die doppelten Pfeile markieren ein verhindertes Uberkreuzen der Zustande aufgrund
der Kopplung an das Feld. An diesem Punkt besteht das Feld lediglich aus der x-Kom-
ponente wy und der Mischwinkel 6 wird m/2. Die Eigenzusténde sind dann Linearkom-
binationen mit identischem Gewicht. Fir zunehmende Laserverstimmung ndhern sich die
bekleideten Zustdnde den nackten Basiszusténden an. Der Unterschied zwischen den
ungekoppelten Zustanden und den bekleideten Zustanden wird durch den Mischwinkel 6
parametrisiert, welcher von 0 bis T zunimmt wenn die Verstimmung von links nach rechts
zunimmt. Die Abhéngigkeit der bekleideten Zusténde von der Laserverstimmung ist 8hn-
lich wie digenige, die wir beim Jaynes-Cummings Modell diskutiert hatten.

Die zatliche Entwicklung des Systems ist damit beinahe trivid. Wie wir beim freien
Atom gesehen hatten erhalten wir ein einem statischen Feld elne Prézessionsbewegung des
Spinvektors um dieses Feld. Dies entspricht aber gerade der jetztigen Situation. Das Feld
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gff 1St hier um den Winkel 6 von der z-Achse geneigt, so dal3 die Prazessionsbewegung
um diese Richtung erfolgen mul3.

b) Aa)o #0 C) Acoo =0
wx¢0 a)x;éO

Die Anfangsbedingungen bestimmen die Details dieser Prézess onsbewegung.

2.9 Relaxation

Fir die Berechnung der Zeitabhangigkeit und des Gleichgewichtszustandes des Sys
tems muissen wir auch die Relaxationsprozesse beriicksichtigen. Darunter falst man dle
Prozesse zusammen, die nicht im Hamiltonoperator enthalten sind. Wir gehen hier nicht

auf die physikalischen Hintergriinde ein, sondern beschreiben sie mit Hilfe der beiden ph&a
nomenologischen Parameter I'1 und I'> (siehe Figur 2.14).

Figur 2.14: Relaxationsraten I'y, I', fur ein Zweiniveaustom: I'; be-

schreibt den Populationstibertrag, I'y, die Relaxation der Ko-

hérenz.

I'1 ist die reziproke Lebensdauer des angeregten Zustandeﬁ
und beschreibt den Transfer von Population vom angeregten Zu-
stand zum Grundzustand
Pr1=-p22=T1p22.
]

Mit der Pseudospin Komponente

Sz = (P11-P22) = (1-p22)-p22) = 1-2p2»

erhaten wir
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p22=(1-5)/2.

Damit wird der Beitrag von I'1 zur Bewegungsgleichung
S,=p11-p2=2T1p2n=T1(ls). (47)

In freien Atomen wird dieser Prozel3 durch die spontane Emission getrieben, aber die
Wechsadwirkung mit der Umgebung kann ebenfdls zu Relaxationsprozessen fuhren.
Darunter fallen z.B. die Wechsdwirkung mit anderen Atomen oder r&umliche Bewe-
gungen, wie z.B. Phononen in Festkorpern.

Die transversalen Komponenten zerfallen mit der Rate I'»
s, =-T2% s,=-T2sy , (48)

welche ebenfdls einen Beitrag der spontanen Emission beinhatet. In freilen Atomen
betragt die transversdle Relaxationsrate die Halfte der longitudinalen Rate, T'o = T1/2.

Zusétzliche Beitrdge stammen von der Wechselwirkung mit der Umgebung. Da bel der
Relaxation der transversalen Komponenten keine Energielibertragung erfolgt, sind diese

Prozesse meist effizienter as fir die Populationen, so daf3 die transversale Relaxationsrate
meistens grofler ist as die longitudinale, I'y > T'1. Insbesondere fihren auch inhomogene

Wechselwirkungen wie der Dopplerschift zum Zerfall der Kohérenz.
Um die vollstandige L 6sung zu erhalten schreiben wir die Schrodingergleichung a's
p =-i[7(, p] = -i[-Awp Sz - @y Sk, Sx(t) Sx +5y(t) Sy + s,(t) S7] - (49)

Wenn wir zusdtzlich die Relaxationsprozesse berticksichtigen erhalten wir die folgenden
Gleichungen fir die Entwicklungskoeffizienten des Dichteoperators:

s'X:Aooosy-l“zsx
Sy =-Awg S+ xS, -Tosy (50)

s,=- xSy +T1(lsy) .

Diese Bewegungsgle chung flr das quantenmechanische Zweiniveausystem war von Fdix
Bloch untersucht worden, as er die magnetische Resonanz von Spin-1/2 Systemen be-
trachtete (F. Bloch, 'Nuclear induction’, Phys. Rev. 70, 460-485 (1946).). In der optischen
Spektroskopie sind die entsprechenden Gleichungen as die optischen Blochgle chungen
bekannt (L. Allen and J.H. Eberly, 'Optical resonance and two-level atoms, Dover Publications, Mi-
neola, NY (1987).).
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Die Relaxationsraten definieren eine natlrliche Frequenzskala fur das System. Es ig
deshdb manchma niitzlich, die Bewegungsgleichungen in skalierten, dimensiondosen
Freguenzen zu schreiben. Wir schreiben

O = Awg/T'2 und ¥ = wy/T'y,
und erhalten damit
S, =T2(8s) -5y
S, =I2(-8s-Kks -5 (51)
S, =To(x sy - (T/T) (571)

2.10 Stationdre L 6sung

Gleichung (51) hat die folgende stationére Losung:

Detailrechnung
(Skr Sy» Speo = (U(1+8%+K2T2IT)) (B x, K, 1+ 89) . (52)

Mit dimensionsbehafteten Grofden erhalten wir dafiir
(Sc: Syr Seo = U(T22 +A0Q%+0x°T2IT'7)) (A @y, 0x T2, T2% + Awg?).  (53)

In freien Atomen betragt die transversale Relaxationsrate die Hélfte der longitudinaen. In
diesem Fall vereinfacht sich der Ausdruck zu

(Sx Sy SDeo = U(T12 + 4 Awg?+2 m42)) (4A00 00y, 200 T'1, T12 + 4Awg?). (54)

Wie bel der Diskussion des Lorentz-Lorenz Modells diskutiert beschreiben die transver-
salen Komponenten zu Absorption, resp. Dispersion des Mediums.

Eine weitere Form erhdt man al's Funktion des Séttigungsparameters

200)%
S= 55— (55)
T 1 + 4A0)0

Damit wird der stationare Zustand
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SX 2 Q/(DX
Sy | = %s F]/ o, (56)
S, - 1/S

Der dimensondose Séttigungsparameter ist ein Mal3 fur die Anzahl Atome im ange-
regten Zustand. Fir s=1 verringert sich die longitudinale Komponente auf 1/2, so dal3 ein
Viertel der Atome sich im angeregten Zustand befinden. Fur freie Atome wird dieser Wert
erreicht wenn

K2 = 2(1+89) (57)
oder

(DX2 =1/2 F12 +2 AO)OZ. (58)

Fir noch hohere Intensitdt nimmt die Populationsdifferenz weiter ab, doch se ver-
schwindet erst fur unendlich hohe Intensitét. Fur dle endlichen Intensitéten bleibt die
Popul ation des angeregten Zustandes unter derjenigen des Grundzustandes.

Eine weitere interessante Grol3e ist die Rate r, mit der Photonen gestreut werden. Wir
berticksichtigen hier nur die spontane Emission aus dem angeregten Zustand. Die Zahl der
Atome im angeregten Zustand betragt

p22 = V2(1-s..)
Diese multiplizieren wir mit der spontanen Emissionsrate I'1 und erhalten
r = U2(1-S50) T = (KP09/2(1+8%+K2T5/T1)) = (005 2T/ 2(To2+Awp2+05 2T'o/T'1)).(59)

Energieerhaltung erfordert dal? diese Rate auch die Rate ist, mit der Photonen aus dem

Laserstrahl entfernt werden, d.h. mit der sie absorbiert werden. Die Abhéngigkeit von der
L aserverstimmung Awg zeigt das bekannte Lorentz-Linienprofil der Breite I'y. Der dritte

Term im Nenner beschreibt den Effekt einer Leistungsverbreiterung, aso einer
Verbreiterung der Resonanzlinie bei hohen Leistungen.
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Figur 2.15: Stationdre Losung der Bewegungsgleichung eines Zweiniveausystems as Funktion der
normierten Laserverstimmung 6. a) die drei Komponenten als Funktion der Verstimmung.

b) Der stationdre Zustand auf der Resonanz (6=0, Pfeil) und as Funktion der Verstim-
mung (durchgezogene Linie) auf der Einheitskugel.

Figur 2.15 zeigt die Abhangigkeit der drei Komponenten des Pseudospins von der
Laserverstimmung. Die linke Seite stellt das Verhalten der drei Komponenten einzeln dar.
Die rechte Seite zeigt das Verhdten der drei Komponenten in Vektorform auf der
Einheitskugel. Der Pfell zeigt den Gleichgewichtszustand auf der Resonanz als Funktion
der Laserverstimmung (Kurve). Die transversalen Komponenten beschreiben Absorption
und Dispersion des Mediums. Im Grenzfall geringer Intensitét (s — 0), sind diese Resultate
identisch wie digenigen der Lorentz-Lorenz Theorie. die z-Komponente, welche die
Populationsdifferenz darstellt, strebt fir grof3e Verstimmung gegen 1, was zeigt, dald sch
die Atome dann hauptsachlich im Grundzustand aufhalten. In der Néhe der Resonanz
hingegen nimmt die Population des angeregten Zustandes mit zunehmender
L aserintensitét zu.
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