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3.1 Evolution der Spins im Magnetfeld

3.1.1 Energie der stationiren Zustinde

Da der Spin ein magnetisches Moment besitzt erwarten wir eine Wechselwirkung mit ex-
ternen Magnetfeldern. In der klassischen Physik ist die Energie eines magnetischen Dipols
in einem Magnetfeld gegeben durch

E=-u-B.
In der Quantenmechanik entspricht diesem der Hamiltonoperator
H=-vhI B.

In vielen Fillen wihlt man das Koordinatensystem so, dass die z-Achse parallel zum
Magnetfeld ausgerichtet ist. Das Magnetfeld hat dann die Vektordarstellung

B = (0,0, Bg)

und der Hamiltonoperator erhélt die Form

H=-vhBgl,.
Die einzelnen Spinzustidnde sind damit in einem end- -3/2
lichen Magnetfeld nicht mehr entartet, sondern aufge- E
spalten gemif
£m=-'YhB0m -12

Da sich die Quantenzahlen m jeweils um eins unter-
scheiden ist der Energieunterschied zwischen benach-
barten Zustdnden

1/2
AE= Ty - Eme1 =Y B Bg .
Benachbarte Zustinde sind somit immer um das Produkt
aus dem gyromagnetischen Verhéltnis und dem Magnet-
feld aufgespalten. 3/2
_—

Allgemein gilt die Resonanzbedingung, dass man mit
elektromagnetischen Feldern Ubergiinge zwischen stati- B

ondren Zustdnden induzieren kann wenn die Energie der Photonen gleich der Energiediffe-
renz zwischen den stationéren Zustinden ist,

AE=ho.

Somit muss in diesem Fall die Frequenz des angelegten Wechselfeldes gleich

o1, =Y B

sein.
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3.1.2 Larmorprizession

Wenn wir die Bewegung eines Spins im Magnetfeld betrachten, so miissen wir zunéichst
den Einfluss des Magnetfeldes auf den assoziierten magnetischen Dipol berechnen.

Da die Energie des Dipols kleiner ist wenn er parallel zum Feld A B’
orientiert ist als bei antiparalleler Orientierung wirkt auf den Dipol
ein Drehmoment

- -

T=uxB.

3

Wir verwenden jetzt die Proportionalitit zwischen dem Drehim-

puls und dem magnetischen Moment, u =y L,

- -

T=yLxB=-yBxL .

Das Drehmoment ist bekanntlich definiert als die zeitliche Ableitung des Drehimpulses,

T = dL/dt .

Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung fiir den Drehimpuls in einem dufleren Magnet-
feld:

-

dL/dt =-yBxL=wp xL .

Offenbar ist die zeitliche Ableitung des Spins zu jeder Zeit =
senkrecht zum Spinvektor selber und zur Richtung des Magnet- B
feldes. Dies bedeutet, dass der Spin in eine Prizessionsbewe- 7

gung um die Richtung des Magnetfeldes gezwungen wird. Dies
mag zunichst wenig intuitiv erscheinen, wihrend man vielleicht
eine Bewegung des Dipols in Richtung des Feldes erwartet hit- X
te, wie bei einer Magnetnadel. Der Unterschied ist darauf zu- —
riickzufiihren, dass das magnetische Moment des Elektrons oder dm/dt m
Kerns an einen Drehimpuls gekoppelt ist. Bei Drehimpulsen ist

bekannt, dass sie einer Kraft seitlich ausweichen.

Dies fiihrt z.B. zur Prizessionsbewegung eines Kreisels um die Vertikale | 7. Kreisel

wenn seine Rotationsachse nicht senkrecht steht.
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Die Prizessionsbewegung eines Drehimpulses in einem Mag-
netfeld wird als Larmorprézession bezeichnet und die Grofle

- -

(x)L=—'yB

als Larmorfrequenz.

3.1.3 Makroskopische Beschreibung: Magnetisierung

In einem Experiment beobachtet man natiirlich nie einen einzelnen Dipol, sondern immer
ein Ensemble von Dipolen. Man mittelt dabei iiber die in der Probe enthaltenen Dipole, wo-
bei die relevante GroBe die bereits eingefiihrte Magnetisierung ist:

M =1/V X u; ul=Am? [M]=A/m.

Die Bewegungsgleichung fiir die Magnetisierung kann direkt aus der Bewegungs-
gleichung fiir die Dipole iibernommen werden. Ausgehend von

dL/dt = op x L

ersetzt man auf beiden Seiten den Drehimpuls durch den magnetischen Dipol y =y L , wo-
bei das gyromagnetische Verhiltnis eliminiert werden kann.

du/dt = oy x j .

AnschlieBend fiihrt man wiederum auf beiden Seiten die Mittelung iiber das Volumen
durch und erhilt die identische Gleichung fiir die Magnetisierung.

dM/dt = @p x M .

Wir werden diese Identitit fiir die Bewegungsgleichungen von Drehimpuls, Spin, Dipol und
Magnetisierung im folgenden verwenden und jeweils einfach von der Grofle sprechen, wel-
che fiir das vorliegende Problem am besten geeignet scheint.

Fiir den tiblichen Fall dass das Magnetfeld parallel zur z-Achse ausgerichtet ist, kann man
diese Bewegungsgleichung in Komponentenform schreiben als

dM,/dt = - o, My,
dM,/dt = op, My

dM,/dt =0 .

Die zwei gekoppelten Bewegungsgleichungen besitzen die allgemeine Losung
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M (t) = My(0) cos(art - ¢)

M,(t) = My (0) sin(op t - §) ,

wobei die Parameter Myy und ¢ durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden.

Offenbar prazediert die Magnetisierung um die z-Achse, wie wir
sie schon oben vorausgesagt hatten.

In Anlehnung an die Theorie der Schwingungen und Wellen
konnen wir diese Gleichung auch kompakter schreiben wenn wir
eine komplexe Schreibweise verwenden:

M, =My +iMy.
Fiir diese GroBen erhalten wir die Bewegungsgleichungen

d/dt My = d/dt My +1d/dt My = - o, My £10p My =

= ilO)LMi.

Somit sind diese GroBen Eigenfunktionen der Bewegung. Ihre zeitliche Entwicklung

kann demnach geschrieben werden als

M_.(t) = M.(0) et |

3.1.4 Radiofrequenzfeld

Um Ubergiinge anzuregen muss ein magnetisches Wechselfeld angelegt werden.

Man verwendet dafiir eine Spule, welche senkrecht zum dueren Mag-
netfeld orientiert ist, und legt eine Wechselspannung mit der Frequenz ®

Z:: B;-Spule

an. Der resultierende Wechselstrom erzeugt einen Beitrag zum dufleren Magnetfeld, der mit
der Frequenz o oszilliert. Wir wihlen die x-Achse in Richtung der Spulenachse, so dass das

RF-Feld geschrieben werden kann als

B(6) = (2 By, 0,0) cos(wt) .

Wir werden dieses zusitzlich Magnetfeld jedoch nicht unmittelbar in die Bewegungsglei-

chung einfiihren, da diese damit zeitabhiingig wiirde.
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Dieses linear polarisierte RF-Feld kann auch geschrieben V7
werden als die Superposition von zwei rotierenden RF-
Feldern:

_B)l(t) = B [(cos(mt), sin(wt), 0) + (cos(mt), - sin(wt), 0)]

Die beiden Komponenten stellen entgegengesetzt rotierende
Felder gleicher Amplitude dar.

Es zeigt sich, dass in der Praxis nur eine dieser beiden
Komponenten beriicksichtigt werden muf}, und zwar diejenige,
welche sich in der gleichen Richtung bewegt wie die Spins im

Magnetfeld. D

3.1.5 Rotierendes Koordinatensystem

Diese Unterscheidung zwischen der wesentlichen und der unwesentlichen Komponente
kann man intuitiv verstehen, wenn man sich in ein Koordinatensystem setzt, welches sich
mit der rotierenden Komponente des RF-Feldes um die z-Achse dreht.

Der Ubergang in dieses Koordinatensystem ist durch die Trans- Z
formation
(x\" cos(wt) sinfwt) 04/x)
y| =|-sinfwt) cos(wt) Oy R y
’ i X t wt
Z, 0 0 1\ z) w R
‘ X y
definiert. In Vektorschreibweise kann dies auch geschrieben wer-
den als
- -
=T r,

wobei T(t) die zeitabhédngige Transformationsmatrix darstellt.

Die zirkularen Komponenten verhalten sich unter dieser Transformation wesentlich ein-
facher, da sie Eigenfunktionen der Rotation darstellen:

M,"=M, +i My)r = (M cos(wt) + My sin(ot)) + i (- My sin(ot) + My cos(mt)))' =

=M, e Himt_ M., eti(@—0)t

Wir transformieren nun das Radiofrequenzfeld. Fiir die eine zirkulare Komponente gilt
offenbar

B/%(t) = By (cos2(ot) + sin(ot), - sin(wt) cos(ot) + sin(ot) cos(ot), 0) = By (1,0,0) .

Fiir die entgegengesetzt Komponente jedoch
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B{(t) = B4 (cosz((ot) - sinz(oot), - sin(mt) cos(mt) - sin(wt) cos(mt), 0) =

= B (cos(2mt), -sin(2mt), 0) .

Wihrend die beide zirkularen Komponen- | A) Laborsystem B) Rotierendes System
ten im Laborsystem gleichwertig sind, wird
durch den Ubergang ins rotierende Koordina-
tensystem die eine Komponente statisch, wih-
rend die andere mit der doppelten Geschwin-
digkeit rotiert. Die Unterscheidung liegt in der
Rotationsrichtung beim Ubergang ins rotie-
rende Koordinatensystem.

3.1.6 Transformation der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung muf3 entsprechend angepalit werden. Wir rechnen die zeitliche
Ableitung gemél der Kettenregel

d/dt (ab)=ab+ab.

Somit gilt z.B. fiir die zirkularen Komponenten
dM,Y/dt = d/dt (M, e = dM/dt -+ i @ M, = i (o - ®) M, .

Somit wird die Prizessionsgeschwindigkeit der Magnetisierung im rotierenden Koordina-
tensystem um die Radiofrequenz reduziert. Dies ist natiirlich auch das, was wir aufgrund der
Koordinatentransformation erwarten.

Da die Rotation um die z-Achse durch die Larmorprizession aufgrund des Magnetfeldes
erzwungen wird, scheint es, als sei das Magnetfeld um den Betrag w/y kleiner geworden.

Dieser Effekt, daf} eine Rotation durch ein virtuel- 7. Reduktion des B-Feldes

les Magnetfeld beschrieben werden kann, resp. ein
Magnetfeld eine Rotation erzeugt, wird als gyromagnetischer Effekt bezeichnet. Er fiihrt
z.B. dazu, dall man durch schnelle Rotation eines Eisenstiicks darin eine Magnetisierung er-
zeugen kann.

Wir werden aber im Folgenden die Feldstirke nicht mehr in Tesla, sondern in Frequenz-
einheiten messen. Die z-Komponente betridgt nun nicht mehr g, sondern

A =0 - 0.

Das gesamte Feld im rotierenden Koordinatensystem betrdgt somit in Frequenzeinheiten
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Weff = ((’)1’ 0’ A('OO) )

Der Feldvektor liegt somit in der xz-Ebene,
unter einem Winkel
0 = tan’! (01/A®)
von der z-Achse. Die Stirke dieses Feldes ist
Oeff = (Aoo2 + c012)1/2 :

Die Transformation ins rotierende Koordinaten-
system hat offenbar die Zeitabhingigkeit des
externen Feldes eliminiert. Obwohl wir ein zeit-

abhingiges Feld angelegt haben, haben wir Bewegungsgleichungen gefunden, die keine
zeitabhingigen Koeffizienten enthalten. Damit wird die Diskussion der Evolution stark er-
leichtert.

3.1.7 Losung

Fiir die Berechnung der Bewegungsgleichung konnen wir weiterhin den Ausdruck
dM/dt = ogge x M
verwenden, miissen jetzt aber das effektive Feld einsetzen. Wir erhalten somit
dMy/dt = - Aop, My
dMy/dt = Aop, My - o1 M,
dM,/dt= w1 My |

oder in Matrixschreibweise

M) (0 -Awmg ) (My)
a I\-‘l‘\ = | Awg 0 = M Vi
. I\i 2} ] “ [A I\i/ ]

Hier handelt es sich wieder um eine Bewegungsgleichung fiir eine Pridzession, wobei die
Rotationsachse von der z-Achse in die xz Ebene gedreht wurde. Der Winkel zur z-Achse be-
tragt

0= tan'l(ml/Aa)O) :

Die allgemeine Losung lautet somit
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/ sin 1) [ cos ) /(N
M(t)=a| 0 +b 0 cos(wefft + ¢) + b | 1 | sin(megst + ¢)
cos th)  —sin 1) 0,

wobei die Amplituden a und b sowie die Phase ¢ durch die Anfangsbedingungen bestimmt
werden. Der erste Vektor stellt die Komponente in Richtung des effektiven Feldes dar, die
zweite und dritte Komponente stehen senkrecht dazu und beschreiben eine Komponente die
um das effektive Feld rotiert.

Diese Losung basiert auf Bewegungsgleichungen welche nur eine der beiden rotierenden
Komponenten des Magnetfeldes beriicksichtigen..

—

Man macht dadurch
einen kleinen Fehler, der
aber auf die Langzeit-
entwicklung des Systems
nur einen geringen Ein-
fluf hat. Die Figur zeigt
die zeitliche Entwicklung
der Magnetisierung. Ein-
mal wurden dafiir direkt )
die zeitabhingigen Be- Leit >

Niherung
exakt

|lII|III|III|III|III|.

o

wegungsgleichungen numerisch integriert, das zweite Mal wurde die Niherungsform be-
nutzt, welche die gegenldufige zirkulare Komponente nicht beriicksichtigt.

3.1.8 Spezialfille

a) Aw, #0 b) Aw,#0 ¢) Aw, =0
w, =0 w, #0 w,#0

Es lohnt sich, einige Spezialfille zu betrachten. Die Larmorpréizession im rotierenden
Koordinatensystem geschieht immer um das effektive Feld, welches durch die Vektorsum-

me des RF-Feldes ®| mit dem Verstimmungsfeld Awg in z-Richtung gebildet wird. Ver-
schwindet eine dieser beiden Komponenten so geschieht die Prizession um die andere Ko-
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ordinatenachse. Dies ist z.B. dann der Fall wenn das RF Feld verschwindet, also im Fall der
freien Pridzession. Der andere Extremfall ist derjenige der resonanten Einstrahlung Amg = 0.
In diesem Fall geschieht die Prizession um die x-Achse.

2N Caiin Mirrnmnasnails N1 Tasniriaw: YN1TO



11 -

3.2 Relaxation und stationire L.osung

3.2.1 Phinomenologische Einfiihrung der Relaxation

Es ist physikalisch unplausibel, dass diese Prizessionsbewegung beliebig lange weiter-
lauft. Wir wissen auch experimentell, dass in einem Material, das sich ldngere Zeit in einem
Magnetfeld befindet, eine Magnetisierung entsteht, die parallel zum Feld ausgerichtet ist.
Dies wird von unserem bisherigen Modell nicht richtig vorausgesagt. Um ein realistischeres
Modell zu erhalten, miissen wir zusétzlich Dampfungsmechanismen einfiihren, welche die

Magnetisierung in Richtung auf die Gleichgewichtslage M Il B treiben. Man faft diese Me-
chanismen unter dem Namen Relaxation zusammen. Wir diskutieren ihren Effekt zunichst
ohne das RF-Feld zu beriicksichtigen.

Es ist sinnvoll, bei der Betrachtung der Relaxation die Kompo-
nenten der Magnetisierung parallel und senkrecht zum Magnet-
feld getrennt zu diskutieren. Wir beginnen mit der Komponente
parallel zum Magnetfeld, welche durch die Larmorprédzession
nicht beeinflufit wird. Im Gleichgewicht ist sie parallel zum Feld
orientiert und proportional zum Feld,

I
Meq=(0,0,M0); M0=CBO,

wobei wir die iibliche Orientierung des B-Feldes vorausgesetzt
haben. Die Proportionalitdtskonstante c¢ ist nach Curie gegeben
durch die Temperatur und die Dichte N der magnetischen Dipole:

L

¢ =N (yh)? I(I+1) / 3kT .

Diese Form kann leicht aus dem Boltzmann-Gesetz, d.h. aus der Maximierung der freien
Energie hergeleitet werden.

In einfachen Fillen findet man, dass die Magnetisierung exponentiell auf den Gleich-
gewichtswert zustrebt:

M,(t) = M(0) + (Mg - M(0)) e¥T1 .

Die Zeitkonstante T wird als longitu-

dinale Relaxationszeit oder Spin-Gitter
Relaxationszeit bezeichnet. Der letztere
Name bezieht sich darauf, dass bei die-
sem Relaxationsprozess Energie zwi-
schen dem Spinsystem und der Umge-
bung ausgetauscht wird, welche als Git- Zeit

ter bezeichnet wird. ~

Die Relaxation kann in den Bewegungsgleichungen durch einen Zusatzterm beriicksich-
tigt werden. Fiir die longitudinale Komponente erhalten wir jetzt den Ausdruck
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dM,/dt = (Mg - M)/T} ,

d.h. die Abweichung vom Gleichgewichtswert zerfillt exponentiell.

3.2.2 Transversale Komponenten

Die transversalen Komponenten wiirden aufgrund der Larmorprézession einfach um das
Magnetfeld rotieren. Experimentell findet man, dass dieser Rotationsbewegung eine Damp-
fung tiberlagert ist, d.h. die transversalen Komponenten zerfallen, wobei der Zerfall in ein-
fachen Fillen wiederum exponentiell ablduft. Anstelle der oben angegeben Losung fiir die
transversalen Komponenten findet man deshalb

M (t) = Myy(0) cos(aqt - ¢) o tT,

My/(t) = Myy(0) sin(agt - ¢) e VT2

Die Zeitkonstante T, wird hierbei als transversale Relaxationszeit bezeichnet. Der Name

Spin-Spin Relaxationszeit, welcher ebenfalls gebriduchlich ist, kann in diesem Zusammen-
hang hochstens so motiviert werden, dass dafiir keine Kopplung ans Gitter notig ist.

Die resultierende Bewegung ist of- y myy

fenbar eine Spirale, resp. fiir die T
einzelnen Komponenten eine ge-
ddmpfte Oszillation. 0\

Die transversale Relaxation kann ~
wiederum in den Bewegungsglei- Myy
chungen durch einen Zusatzterm be- —
riicksichtigt werden. Die entspre- Zeit
chenden Gleichungen lauten dann v

im rotierenden Koordinatensystem (aber immer noch ohne RF-Feld)
dMy/dt = - Awg My - My / T)

dM,/dt = Awo My - My / T .

Solange wir das RF Feld nicht beriicksichtigen sind die transversalen Komponenten unab-
hingig von der longitudinalen Komponente. Wir konnen damit die Evolution des Systems
direkt aus der Evolution der einzelnen Komponenten zusammensetzen.

Die dreidimensionale Losung der Bewegungs- |7 /F / Animation: Spirale

gleichung entspricht jetzt einer spiralférmigen Be-
wegung in Richtung auf die Gleichgewichtsmagnetisierung My, welche parallel zur z-Achse

ausgerichtet ist.

Wenn wir jetzt auch das RF-Feld beriicksichtigen erhalten wir die vollstindigen Bewe-
gungsgleichungen fiir die Magnetisierung:
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My (-1/T: -Awyg | (M) [0
m M, Awg  -U/Ty  -wy (| My 0
M, o -UT M, HiM,

Diese Gleichungen werden als Bloch-Gleichungen bezeichnet, nach Felix Bloch, einem der
Entdecker der NMR, der sie zuerst verwendete um die Experimente zu erkldren (F. Bloch,
'Nuclear induction', Phys. Rev. 70, 460-485 (1946).). Sie werden inzwischen nicht nur in der mag-
netischen Resonanz verwendet, da Feynman, Vernon und Helwarth gezeigt haben, dass ein
beliebiges quantenmechanisches Zweiniveausystem sich wie ein Spin-1/2 verhilt und des-

halb durch die Blochgleichungen beschrieben werden kann (R.P. Feynman, F.L. Vernon, and
R.W. Hellwarth, 'Geometrical representation of the Schrodinger equation for solving maser problems', J.

Appl. Phys. 28,49-52 (1957).).

3.2.3 Stationére Losung

Die stationdren Losungen der Bloch-Gleichungen konnen relativ einfach gefunden wer-
den, z.B. indem man jeweils eine Gleichung

dM,/dt = - Aw, My -M; /Tr=0
nach einer Variablen auflost, Z.B.
NIX =- AO)O T2 My

Als Resultat erhilt man die folgende stationire Losung:

Awr
; \ 01
(M)

* Mg W,
h‘iy - l n T T
M, =% Jm“ + W — | 2

' . T" T2 y v ﬁ[lj(;l

Wir betrachten nun zunéchst die Komponenten einzeln.

3.24 Longitudinale Magnetisierung

Die z-Komponente wird
1

Tﬁ + ﬁm“ 3T T
My, =Mo 1= Mo|l-—— 52— |
s + Awg +wy 1+ ATy +of T T,
T'\ T:

Wir betrachten folgende Grenzfille:
(67) verschwindende RF-Feldstirke, m -> 0O:
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MZOO = MO N
d.h. wir erhalten den ungestorten Fall zuriick.

(68) groBe RF-Feldstirke, @ -> 0: in diesem Fall konnen wir bei den Termen im Nenner
die beiden, die nicht von der RF Feldstéirke abhéngen, vernachldssigen und erhalten

M,o=Mp[l-1]=0,

d.h. die longitudinale Magnetisierung verschwindet. Man bezeichnet dies als Sitti-
gung.

Verstimmungsabhingigkeit: Die z-
Magnetisierung wird minimal fiir resonante
Einstrahlung. Der Wert hingt von der Stérke
der RF-Einstrahlung ab. In der Figur ist die
Abhingigkeit von der Resonanzverstimmung

Ay fiir die folgenden Parameter dargestellt:

T2= 1,T1 = 1,(01 =1.0und 3.0.

Die Verstimmungsabhingigkeit dieser Funk-
tion gibt uns somit die Form der Absorpti- | s ' 0 | 5 Awp

onslinie. Man erkennt leicht, dass die Funk-
tion ihr Maximum erreicht wenn die Verstimmung verschwindet, Awg = 0.

Die Breite der Resonanzlinie kann aus der obigen Form leicht bestimmt werden: Die
Abweichung von 1 nimmt auf die Hélfte ab wenn Am02T22 gleich grof} wird wie die beiden

andern Terme. Dies bedeutet, dass fiir niedrige RF-Leistung, colzT 1Tr << 1, die Halbwerts-
breite gerade durch die transversale Relaxationszeit gegeben ist, Awq = 1/T5. Fiir hohere
Leistungen erhélt man eine Leistungsverbreiterung:

Ao = (1/Ty? + 02T /Ty V2 .

3.2.5 Absorbierte Leistung
Da die Energiedichte der Magnetisierung gegeben ist durch

- >
Emag/V=-MB=-M,Bg .
Somit ist die z-Komponente der Magnetisierung ein MaB fiir die Energie des Systems.

Bei der Einfilhrung der Relaxation hatten wir erwéhnt, dass die Differenz M, - M mit
der Zeitkonstante T zerfillt indem sie Energie mit dem Gitter austauscht. Im stationédren
Fall muss somit die absorbierte Leistung proportional sein zu

UJ]3T1~
P~ By (M, - My)/T; = BgMy o7 3 .
0 I+ Awg Ty + o) T T;

2N Caiin Mirrnmnasnails N1 Tasniriaw: YN1TO



- 15 -

Der Term in Klammern verschwindet fiir kleine RF Leistungen oder 7 M -MO ( A® 0)
hd Z

grofe Verstimmungen. Der Maximalbetrag fiir groe Leistungen
(0312T 1Tr>>1, Acooszz) ist offenbar

Pmax ~ Bo Mp/Tj.

Unter diesen Bedingungen verschwindet M, d.h. das System ist vollstindig gesittigt.

3.2.6 Messung von Absorption und Dispersion

Die transversalen Komponenten beschreiben Absorption und Dispersion des Mediums.
Ihr Einfluss auf das detektierte Signal kann direkt aus dem Faraday'schen Induktionsgesetz
hergeleitet werden:

Die Spannung iiber einer Leiterschlaufe ist 7. Induktion

- -
V(1) = dd/dt = d/dt (gpueBn dA),

wobei ®@ den magnetischen Fluss durch die Schleife darstellt.

Im vorliegenden Fall ist die Schleife gegeben durch die Windungen der RF Spule. Die
transversalen Komponenten der Magnetisierung liefern einen Beitrag zur magnetischen In-
duktion

B =y (H+M).
Der Fluss durch die Spule wird bestimmt durch die x-Komponente, d.h.
By =po (Hx + My) .
Der Beitrag der Magnetisierung zur Spannung ist somit proportional zu
V(t) ~dMy/dt=- o My .

Da diese Messung im Laborsystem durchgefiihrt wird miissen wir auch die Komponenten
im Laborsystem berechnen, wihrend die oben berechneten stationdren Losungen der Bloch-
gleichung im rotierenden Koordinatensystem berechnet wurden. Durch die Transformation
ins Laborsystem erhalten wir Beitriige von beiden transversalen Komponenten

V(t) ~ - o My = - o (Myoo cos(mt) + My sin(mt)) .

Die beiden stationiren Komponenten erscheinen somit als Quadraturkomponenten des Sig-
nals.

3.2.7 Transversale Komponenten

Die transversale Magnetisierung kann geschrieben werden als

(M, My)eo = (Awg 0 To?, 01 T)/(1 + To?Awg? + 12 T1T)).
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In dieser Darstellung sind alle Terme dimensionslos. Offenbar betrigt der Gleichgewichts-
wert fiir groBe Verstimmung Null, da hier der Verstimmungsterm im Nenner dominiert. Al-

lerdings fillt die x-Komponente mit 1/A®q ab, die y-Komponente mit I/Awoz.

Das Verhalten bei der Resonanz ist jedoch fiir die | 7. Absorption / Dispersion

beiden Terme unterschiedlich: Die x-Komponente,
welche im Zihler proportional zu A ist, weist auf der Resonanz einen Nulldurchgang auf,
wihrend die y-Komponente hier ihr Maximum erreicht.

Die beiden Kurven zeigen offenbar qualitativ das gleiche Verhalten wie im Falle des
klassischen harmonischen Oszillators. Fiir kleine Intensititen,

w12 « 1/T Ty , Aog? To/Ty ,

erhalten wir das bekannte Lorentzprofil | 15
der Breite 1/T5. Der dritte Term im Nen- | |
ner beschreibt den Effekt einer Leis- MZ
tungsverbreiterung, also einer Verbreite- |
rung der Resonanzlinie bei hohen Leis-
tungen.

Die Figur zeigt die Abhingigkeit aller
drei Komponenten der Magnetisierung
von der normierten Verstimmung & =
AwgT>.

o

0 3
Verstimmung 0 = AwyT,
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3.3 Quantenmechanische Beschreibung

Die Bloch-Gleichungen wurden fiir einen klassischen Drehimpuls, respektive eine klassi-
sche Magnetisierung hergeleitet. Sie bieten einen guten Ansatz fiir die Beschreibung von
Resonanzphédnomenen, konnen aber keine spezifisch quantenmechanischen Eigenschaften
der Spinsysteme beschreiben. Wir diskutieren deshalb als nichstes den quantenmechani-
schen Ansatz.

3.3.1 Spin-Operatoren

Wie fiir andere Drehimpulse gelten auch fiir den Spin die Vertauschungsregeln
[Ix, Iyl =11, und cycl.

Es kann somit immer nur eine Komponente des Spins einen dispersionsfreien Wert anneh-
men. Man wihlt dafiir im Allgemeinen die z-Komponente und schreibt fiir den Eigenwert
des I, Operators m. Somit gilt dass m die Werte von -1 bis +I annehmen kann.

: S : :
Fiir einen Spin — sind die Matrixdarstellungen der einzelnen Operatoren

. 1/2) -i/2) (1/2 -

In vielen Fillen ist es auch niitzlich, die Operatoren

I+=Ix+in=[; l"[ und 1_=1x-11y=[;l [

zu verwenden. Offenbar ist

2| —

Iy== (I +1) Iy== (L +1)

|-.)|_.

3.3.2 Beschreibung eines Ensembles

In vielen Experimenten, die in diesem Zusammenhang interessieren, besteht das phy-
sikalische System aus einem Ensemble von Atomen, welches nicht mit Hilfe einer Wel-
lenfunktion oder Zustandsfunktion beschrieben werden kann.

Als einfaches Beispiel betrachten wir drei Spins, von denen sich zwei
im T Zustand und einer im { Zustand befinden. T l

Frage: welche Wellenfunktion beschreibt diesen Zustand?

Man konnte versucht sein, diesen Zustand mit der Funktion

¥ = 152> + N>)
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zu beschreiben. Um zu iiberpriifen, ob dies sinnvoll ist, berechnen wir die x-Komponente
des Spins fiir diesen Zustand:
o= <wiws = L (V2 (01 (%) 2 10 @2y = 25
=< >= - - = = .

D= <=2 (7 ) of 1) (2+2)
Man wiirde also voraussagen, dass ein Dipolmoment in Richtung der x-Achse vorliegen
wiirde. Dies entspricht nicht der Beobachtung und zeigt, dass unsere Beschreibung des Zu-
standes mit obiger Funktion falsch ist. Korrekterweise miisste man fiir jeden einzelnen Spin
die entsprechende Komponente ausrechnen und die Resultate addieren.

| Ay 0 Iy I iy /0 Iy /iy
<he= 24> = 5 [2([ n,t l.l (1,1 l u,t)“l. 1} l.l (1,1 l 1} )
| (1 N [y I
=—12 : + : =0.
7 o) 1+ (1) o)

Der Schrodinger-Formalismus der Quantenmechanik erlaubt es nicht, direkt Ensembles
von gleichartigen Quantensystemen zu behandeln. Die meisten Experimente werden aber an
Ensembles von ndherungsweise identischen Systemen durchgefiihrt. Man ist dann gezwun-
gen, fiir jeden einzelnen Spin die Rechnung separat durchzufiihren. Dies ist bei 3 Spins

moglich, nicht aber bei 1023, Man muss fiir diese Flle deshalb einen anderen Formalismus
verwenden.

3.3.3 Definition des Dichteoperators

Ein geeigneter Formalismus verwendet den sogenannten Dichteoperator. Er kann defi-
niert werden mit Hilfe der bra-ket Schreibweise

p =ly><yl .
(U. Fano, 'Description of states in quantum mechanics by density matrix and operator techniques', Rev.
Mod. Phys. 29, 74-93 (1957).).

Fiir ein einzelnen Spin im Zustand

¥ =alT> + bl>

wird der Dichteoperator

p = (alT> + bll>) (a*<Tl + b*<dl) .

In der Basis IT>, > sind die Matrixelemente somit
<TlpIT> = <T1 (alT>+bl>) (a*<Tlb*<dl) IT>

= (a<TIT>+b<TH>) (@a*<TIT>+b*<dIT>) = lal?,

wobei wir die Orthonormalitéit der Zustinde benutzt haben. Analog erhalten wir
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<llp>= ... = bl?

<Tlp> = <T1 (alT>+bl>) (a*<Tlb*<dl) N> = ab*

<pIT>=a*b .
oder in Matrixschreibweise
|a1|2 ab *}
p= l . 2 l .
ba* |b|”)

Allgemein sind die Elemente des Dichteoperators gegeben durch

pij = Ci¢j™

wobei c; die Entwicklungskoeffizienten darstellen.

3.3.4 Eigenschaften, Beispiele

Ein einzelner Spin im T Zustand wird demnach durch den Dichteoperator

(o0
pT=[.(] (1,1

beschrieben, und einer im 4 Zustand durch
(0
Py = l.n 1,1 ‘
Fiir ein Einzelsystem besteht somit eine 1-1 Beziehung zwischen der Zustandsfunktion und

dem Dichteoperator.

Der wichtigste Unterschied zwischen dem Dichteoperator und einer Zustandsfunktion be-
steht darin, dass der Dichteoperator eines Ensembles einfach durch die Summe der Dichte-
operatoren der einzelnen Teilsysteme gegeben ist,

PEnsemble = 1/N 2izl,N Pi -

Fiir das aus drei Spins bestehende Ensemble in unserem Beispiel wird der Dichteoperator
Aoy 1 Oy 0y (2 O
p=13 Zis 3 pi= 113 (l.n (1,l+l.n (1J+l.n 1,l= 173 l.n 1,1 '
Die Diagonalelemente stellen direkt die Populationen der entsprechenden Zustédnde dar. Fiir

das vorliegende Ensemble finden wir somit 2/3 der Spins im T Zustand, 1/3 im d Zustand.

Der Dichteoperator des Systems beschreibt einen gemittelten Spin. Man kann ihn ver-
wenden um die Zeitabhédngigkeit der Mittelwerte zu berechnen. Das bringt den gro3en Vor-
teil, dass wir fiir die Berechnung der Zeitentwicklung des Systems nicht zuerst die Zeitent-
wicklung jedes einzelnen Atoms berechnen miissen, sondern direkt die Zeitentwicklung des
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Mittelwertes berechnen konnen. Voraussetzung dafiir ist allerdings dass die verschiedenen
Atome gut voneinander isoliert sind und die gleiche Umgebung sehen. Die wichtigsten Ab-
weichungen sind Relaxationseffekte und Inhomogenitéten.

Relaxation kommt durch die
Wechselwirkung zwischen den ein-
zelnen Teilsystemen zustande, sowie /'
durch die Wechselwirkung mit der

Umgebung. Diese geschieht vor al-
lem tliber magnetische Felder und/oder iiber die translatorischen Freiheitsgrade.

3.3.5 Darstellung beliebiger Zustinde

Wie jeder quantenmechanische Operator kann auch der Dichteoperator in einem geeigne-
ten Satz von Basisoperatoren aufgespannt werden. Im Fall eines Spin-1/2 Systems sind die
sinnvollen Basisoperatoren offensichtlich die Spin-Operatoren Ix, Iy und Iz. Wir schreiben

die Entwicklungskoeffizienten als u, v, und w, so dass der Dichteoperator folgende Form
erhilt:
p'=al+UIx+VIy+WIZ .

Die Diagonalelemente des Dichteoperators stellen Populationswahrscheinlichkeiten dar,
z.B. p11 die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Atom im Grundzustand befindet. Die Summe
der Diagonalelemente muss deshalb immer gleich 1 sein,

2ipii=Sp{p}=2ipi=1,

da sich jedes System in irgendeinem Zustand befinden muf3. Damit wird der Koeffizient a
bestimmt als 1/(21+1) = 1/2 fiir einen Spin I=1/2, und der Dichteoperator wird
1/1+w u-1v)
p‘=1/21+ulx+VIy+WIZ=: . .
2\u+iv 1-w)

Der Einheitsoperator 1 ist zeitunabhingig und trigt zu keiner beobachtbaren Grofle bei; Im
Sinne einer Abkiirzung ist es deshalb héufig einfacher, diesen Teil des Dichteoperators her-
auszuldsen und den reduzierten Dichteoperator
p=ulx+vly+wlz,
zu betrachten, dessen Spur verschwindet.
Als Beispiel betrachten wir unser Standardensemble:
(2/3 0y /12 0y /e 00y
b= l 0 Hl l 0 131 =l. 0 -1/6)" 30

Dieses Resultat kann direkt interpretiert werden: Das Spin-Ensemble ist insgesamt parallel

zur z-Achse polarisiert, wobei die Polarisation 1/3 betrégt, d.h. der Uberschuss in +z Rich-
tung betridgt einer von drei Spins. Die Diagonalelemente des reduzierten Dichteoperators
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konnen kleiner, gleich oder grofler als Null sein. Sie stellen somit nicht Populationen dar. In
Experimenten misst man aber meist nicht Populationen, sondern Populationsdifferenzen,

und diese sind die gleichen bei p und p'.

Die Entwicklungskoeffizienten u, v und w sind die Erwartungswerte der 3 kartesischen
Komponenten des Drehimpulsvektors.

3.3.6 Rechnen mit dem Dichteoperator

Ausgehend von der Schrodingergleichung

welche bekanntlich die Losung

¥(t) = e w(0)

hat, finden wir die Bewegungsgleichung fiir den Dichteoperator als
o
p= TtI‘P><‘PI = -MHY><VYI + IV><-iHY] = -iH P><Y] + Y><YI iH = -1 [Hp].

Da diese Gleichung linear ist, gilt sie nicht nur fiir ein Einzelsystem, sondern genauso fiir
den Dichteoperator eines Ensembles, falls der Hamiltonoperator fiir alle Einzelsysteme der
gleiche ist. Die Gleichung wird als Liouville-Gleichung bezeichnet, da sie der Liouville-
Gleichung der klassischen Physik entspricht, aber auch als Liouville-Schrédinger Gleichung
oder Schrodinger-Gleichung oder von Neumann Gleichung.

Die Losung finden wir durch Einsetzen der Losung der Schrédingergleichung fiir die Zu-

standsfunktion ¥ = 2; ¢; y; :

p(t) = P (O)><P (D)l = e W (0)><P(0)l e = ¢ 5(0) el

Der Erwartungswert einer Observablen A fiir den Zustand, welcher durch den Dichteope-

rator p beschrieben wird, kann ebenfalls aus der Definition des Dichteoperators hergeleitet
werden. Man findet

<A>=<YIAIVY> = le Ci*Cj Aij = le pji Aij = Zi (PA)ii = Sp{pA} = Sp{Ap}.

Fiir die Berechnung von Erwartungswerten ist es wichtig, dass die Spur eines Operators
unter zyklischen Vertauschungen invariant bleibt,

Sp{ABC} = Sp{BCA} = Sp{CAB}.

Daraus folgt zum Beispiel
Sp{p(t) A} = Sp{e i p(0) et A} = Sp{p(0) e/ A 171} =

=Sp{p(0) A@®}.
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Diese Umformung entspricht dem Ubergang vom Schrédingerbild zum Heisenbergbild: Im
Schrodingerbild ist der Zustand zeitabhéngig, wihrend die Observable invariant ist, im Hei-
senbergbild entwickelt sich die Observable. Fiir diese lduft die Zeitentwicklung umgekehrt
als fiir den Dichteoperator.

3.3.7 Ubungsbeispiele

1) Erwartungswert der x-Komponente fiir das 3-Spin Ensemble.
2/3 0 0

0
211 u,l [ 0 1/3) "M 2/3

Losung: <I,> = Sp{f

1/3)
0 l y=0

Dies ist offenbar in besserer Ubereinstimmung mit den Erwartungen als bei der Berechnung
mit Hilfe der Wellenfunktion.

|
2) Gegeben sein ein Zustand > = —(I1> + i [2>). Schreiben Sie den entsprechenden

5

Dichteoperator.

Losung: p = %({ _ll)

(PE1 (B
&

—
-—
'Ao— [

3) Welche Wellenfunktion entspricht dem Dichteoperator p =

Losung: keine !!
4) Berechnen Sie die Zeitentwicklung des Dichteoperators fiir ein Spin-1/2 System in der
Eigenbasis des Hamiltonoperators.
e -iH 1t

(p11(0) pya(0) [eHut
II lH 111

L(".iSllngZ P(t) = I —IH 111 l |pjl fn) pzz l(”

— [ pr1(0) p12(0)e

LAt
p2p(0)e At P22 (0) '

5) Uberpriifen Sie damit die Schrédingergleichung.
‘ 0 iAUJpl 2(1) t

i [
Lo —p)=1| .
Osung: =+ p(t l,—nmupa,m 0

(Hyy, 0/ 0 pplt)l (0 pplt)llH“ 0

Ailstp®l =-il| H:z..l |va2|“} |pjlm H,, |
/ 0 IAUJpl 2 (T
- l,_—iAwpzl (t) 0 l
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3.4 Einzelne Spins

34.1 Zeeman-Wechselwirkung

Wie bereits diskutiert hat die Zeeman-Wechselwirkung in der Quantenmechanik die
Form

Hz =09l .

Im rotierenden Koordinatensystem entspricht dies
Hz =Awg 1, .

Die Kopplung ans RF Feld wird im rotierenden Koordinatensystem geschrieben als
HrRp=01 I .

Somit hat der Hamiltonoperator die Matrixdarstellung
| {Awg W)
H= Tz + TRF = 2 Cwy —Awg )
Die Eigenwerte einer solchen 2x2 Matrix sind bekanntlich gegeben durch die Sikularg-
leichung
(A®-2L)(-Awg-21) - ©12 = 402 - Aog? - ©12=0.
Die Losungen sind somit

2 2 0 off
Anj+w] =+ —

ra | —

}\di=i

Dies entspricht auch dem Resultat aus der klassi-
schen Analyse: Das effektive Feld ist gegeben
durch die Vektorsumme der beiden Komponenten.

Die Eigenvektoren erhélt man entweder aus der
Eigenwertgleichung oder geometrisch: Sie miissen
den Zustinden T7T, resp. T zum effektiven Feld
entsprechen. Wir erhalten sie als Funktion des
Winkels 0 zu

e - l cosB/ El [—sin 0/ El

9

sinf/ 2) . cosO/2 |
mit

tan0 = o 1/Awg
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Als Beispiel berechnen wir

| {Awg  wy \ /cosB/2 '- | (AwgcosO/ 2+ w;sin/2)
Hos = 2 Wy —Awg) l [ sin0/2) ~ 2 (wy cos0/ 2~ Awg sint /2
werf (COSOCOSH/2 +sinBsinG /2
~ 2 |sinBcosO/2 -cosOsind/ Zl '

Wir verwenden die Ausdriicke

cos20, = cosZa, - sinZo. , sin2o. = 2 sinal cosa. ,

und erhalten

IE, = weff [ cos0/2cos0/2 -sin” 0/ 2cos0/2 +2sin” 0/ 2cos0/ 2) 3
¥ 2 | 2sin0/2 cos”0/2-cos” 0/ 2sin 0/ 2+ sin” 0/ 2sin0 /2 ,
g (cos®0/2cos0/2 +sin” 0/ 2cos0/ 2') _ wepr (COSB/ 2'

2 |sin0/2cos®0/2+sin”0/2sin0/2) 2 \sin0/2)

3.4.2 Verstimmungsabhingigkeit

Der Mischwinkel O, A
d.h. die Orientierung des | (s
effektiven Feldes, variiert
als Funktion der Ver-
stimmung zwischen 0 und
7t und erreicht /2 auf der
Resonanz. Die Eigenvek-
toren sind fiir groBe Ver- | o0}
stimmung Awg >>

£ (0=0)= [ nl

£(0=0)= [ ll ’ 05

T
0.4 02 0.0 0.2 0.4
Resonanzverstimmung Aw

resp. in erster Ordnung
(cos0/2) = 1, sinbB/2 = 6/2 = tan(6/2) = tan(0)/2:
l \

0 0 —w )/ 2Awg)
a+<>~[wl.,,m%| £(0) = [ )
Auf der Resonanz werden sie
| | (-
&4(W2) = == ! §(W2) = &
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Und fiir negative Verstimmungen

Offenbar geht also der eine Eigenzustand kontinuierlich in den anderen iliber wenn die Re-
sonanzfrequenz durchquert wird. Dies kann so verstanden werden, dass die Eigenzustinde
immer in Richtung des dufleren Feldes orientiert sind. Wenn es seine Richtung um 180 Grad
dndert folgen ihm die Eigenzustinde.

3.4.3 Quadrupol-Wechselwirkung

Wie im Kapitel 3 gezeigt kann man klassisch die Kern-Quadrupol Wechselwirkung
schreiben als

&2 = 1/6 20@3 Vop Qup -

Fiir die quantenmechanische Beschreibung miissen wir einen Operator fiir das Kern-
Quadrupolmoment Q einfithren. Das Quadrupolmoment ist gemif3 Herleitung ein irreduzib-
ler Tensor zweiter Stufe. Da der einzige Freiheitsgrad des Kerns die Spinkoordinaten sind,
muss es gemdl dem Wigner-Eckart Theorem einen entsprechenden Spinoperator geben,
welcher die Wechselwirkung darstellt. Dieser Operator ist

Q(xB

=)

[(21-

Die Konstante Q bezeichnet das Quadrupolmoment des Kerns. Sie ist der einzige Parameter,
der vom Kern abhingt.

I AA A A
[: (edp +1gly) - Sop 2]

Im Hauptachsensystem des elektrischen Feldgradiententensors gilt demnach fiir den Ha-
miltonoperator (da hier VaB = Voo SOLB)
H = 1/6 (Vxx Qxx + Vyy Qyy + V, Q)

e()
(I("I

Hier und im Folgenden werden die Operatorzeichen weggelassen.

[ Vix GLZ2-1) 4+ Vyy L2 - 1) +V,, B2 -19)] .

Eine alternative Form der Operatoren ist (hier als Beispiel fiir die z-Komponente:
A A A A A A A A
312-P=312-12-12-12=212-12-12.
Da der isotrope Teil des Feldgradiententensors verschwindet,
Vix+ Vyy + V5, =0,

konnen wir z.B. den Term

e

1
6121~ 1) [L,° - 2 (I + 1,21 (Vi + Vyy + V)
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zur rechten Seite addieren und erhalten

€ Q
T
Da die drei Diagonalelemente des Feldgradienten-Tensors linear voneinander abhéngig

sind ist es sinnvoll, den Hamiltonoperator mit zwei voneinander unabhéngigen Parametern
zu beschreiben. Dazu verwenden wir die Abkiirzungen

Vi G172 1)+ (Vax - Vyy) (67 - 1)1

V,, = eq = elektrischer Feldgradient

(Vxx - Vyy)/Vz; =1 = Asymmetrie-Parameter
ein. Dann wird der Quadrupol-Kopplungsoperator

QQ

= 310 (312 %)+ 1 % -1,%)] .

Die beiden Terme beschreiben den Einfluss
einer Ladungsverteilung. Fiir den ersten Term
spielt der Unterschied zwischen der Ladung ent-
lang der z-Achse und in der xy-Ebene eine Rolle,
der zweite Term beschreibt die unterschiedliche
Verteilung in der xy Ebene entlang den beiden
Achsen. Dieser Beitrag verschwindet wenn der
Asymmetrieparameter verschwindet, d.h. in ei-
nem rotationssymmetrischen Fall.

Damit wird auch besser ersichtlich, weshalb der Hamiltonoperator auf diese Form ge-
bracht wurde: Die beiden Operatoren sind so gewihlt, dass sie

(1)  spurfrei sind, d.h. sie verschieben die Energien im Mittel nicht

(2) irreduzibel transformieren, d.h. sie sind Komponenten eines irreduziblen Tensor-
operators zweiter Stufe.
Eine andere Darstellung des Hamiltonoperators erhélt man mit Hilfe der Operatoren 1.
Es gilt

1
L2-12= = 1,2 +12).

Damit kann der Hamiltonoperator auch geschrieben werden als

eq()

aTeT [(312 %) + 1 —(1 2412,

7{Q—

3.44 Quadrupolwechselwirkung im starken Magnetfeld

In einem starken Magnetfeld ist es sinnvoll, die Koordi-
naten so zu wihlen, dass die z-Achse parallel zum Mag-

Z:: Koordinatensystem
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netfeld steht. Wir miissen demnach den Quadrupoloperator in das Koordinatensystem des
Labors transformieren. Wir betrachten hier wiederum nur den axial symmetrischen Fall mit

1 = 0 und schreiben

Og = _f.': qQ
TG T

Die Winkel 0 und ¢ sollen die Orientierung der Quadrupol-Hauptachse gegeniiber dem
Labor-Koordinatensystem beschreiben. Fiir die Koordinatentransformation gehen wir von
kartesischen (X, y, z) auf sphirische Koordinaten (r, 6, ¢) und verwenden die Operatoren I

anstelle von I, Iy. Der Hamiltonoperator hat dann die Form
H=Hz + Hy =g I,

+ 00 {i—(Scoszf)—l) (31,2 - 1(1+1))

sin® cos0 [(LL, + I,L) e® + (LI + LL) e?]

+
S

3 . .
+ I sinZ0 [I+2 e 2id 4 1221071

Als Beispiel schreiben wir die Matrixdarstellung fiir einen Spin 1=1:
/1

g,

31,2 -1(1+1) =

/1 WA D T B N
0 H I+ ll 0 H -1l

,, -1\ | I -1) | )
+ |1 l | 0 l=| | l

| A B A -1) L -1

g

(L1 +140,) =

*

I

(LL +11)=

2=

Offenbar ist der erste dieser drei Terme diagonal in der Eigenbasis des Zeemanoperators,
wihrend der zweite und der dritte Term, welche die magnetische Quantenzahl m um Am =
+1, resp. Am = +2 dndern, nur AuBBerdiagonalelemente enthalten. Es Idsst sich mit Storungs-
rechnung zeigen, dass diese Terme in erster Niherung keinen Einfluss auf die Energieei-
genwerte haben.
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Der Quadrupoloperator erster Ordnung im starken Magnetfeld ist demnach gegeben
durch

3c0s”0-
7 = g ==L 312 s

Die Quadrupolwechselwirkung erster Ordnung verschiebt die | 7. Energieniveaus

Energien der reinen Zeemanzustidnde, wobei Zustinde mit +m
um den gleichen Wert (Betrag und Vorzeichen) verschoben werden. Im Falle eines Spins 1
erhalten wir

3C0$2[}- | 3C0$2[}- |
AgQD = 04 —— G m? - 2) = —— (1,-2,1).
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3.5 Mehrspinsysteme

3.5.1 Matrixdarstellung von Operatoren in Systemen mit mehreren Spins

Um Rechnungen fiir Systeme aus mehr als einem Spin durchfiihren zu konnen miissen
wir die Matrixdarstellungen der relevanten Spinoperatoren berechnen konnen. Wir diskutie-
ren zunichst die direkte Methode, d.h. die Berechnung der Matrixelemente fiir die soge-
nannte Produktbasis. Fiir zwei Spins A = 1/2, X = 1/2 sind dies die Produktzustidnde a.a, af3,

Pa., PP.
Fiir die z-Komponenten der Operatoren erhalten wir die Darstellungen
/1 \ /1
-1

b | —
-

0
0
-1 |

Fiir die Berechnung der Matrixelemente der transversalen Komponenten verwenden wir
z.B.

und erhalten somit

Analog erhilt man die y-Komponente
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Diese Methode wird aber offensichtlich fiir komplexere Spinsysteme miihsam. Bei 10
Spins 1/2 z.B. haben wir Matrixdarstellungen von 1024 x 1024, d.h. wir miissten mehr als
eine Million Matrixelemente berechnen, von denen allerdings viele verschwinden. Hier ist
es sehr viel sinnvoller, mathematische Verfahren zu verwenden.

3.5.2 Direktes Produkt

In der Produktbasis kann man die Matrixdarstellungen direkt aus der Darstellung in der
Einzelspinbasis erhalten. Um einen Operator AyXp in der Produktbasis zu schreiben
braucht man nur das direkte Produkt A, ® Xg zu berechnen. Das direkte Produkt zweier
Matrizen ist definiert als

':(""'u)n(xl":) (Au)lz(xl") L [’\u)ln{‘{l'ﬂ)a
A ® X = (Au)zﬁ(x,;) 0 ) :44
(Ag)u(Xp) L L (A)m(Xp)
Als Beispiel berechnen wir fiir zwei Spins 1/2
(Az),(X2) (Ag),5(X,) 1Il[l -1.l l -1l
sexm () ool % [ )
() - L))
/1
_1p A
2 -1
1

Das Vorgehen kann natiirlich auch auf mehr als 2 Spins erweitert werden. Allerdings stoBt
man auch damit an Grenzen wenn die Spinsysteme zu grof3 werden. Viele Rechnungen kann
man aber auch ganz ohne Matrixdarstellungen durchfiihren, insbesondere die Berechnung
von Erwartungswerten, bei denen am Ende jeweils nur eine Zahl <A> = Sp{pA} bendtigt
wird.
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3.5.3 Dipol-Dipol Hamiltonoperator

Der vollstindige quantenmechanische Ausdruck fiir die Dipol-Dipol Wechselwirkung
kann iiber das Korrespondenzprinzip aus dem klassischen Ausdruck

|l - - 3

Ho N (et
Ead= - 3 (12 - = (i) (212l .
T I fi2

hergeleitet werden. Die quantenmechanische Form erhilt man gemifl Korrespondenzprinzip
durch die Substitution

1> vhl ur—> vkl

Der erste Term (das Skalarprodukt der beiden Dipole / Spins) ist offenbar unabhéngig
von der Wahl des Koordinatensystems. Seine quantenmechanische Form ist

- > |
1Ty = Iixlox + Iiyloy + 1izlo, = izl + 5 (T1gdp- +1pdpy)

Da fiir den zweiten Term zunichst auf die Verbin-
dungsachse zwischen den beiden Spins projiziert wird,
spielt hier das Koordinatensystem eine Rolle. Wir wihlen
wie iiblich ein Koordinatensystem, dessen z-Achse paral-
lel zum duBeren Magnetfeld liegt. Der Verbindungsvektor
zwischen den beiden Kernen soll einen Winkel 0 zur z-
Achse aufweisen. Offenbar wird dann der quantenmecha-
nische Ausruck fiir den zweiten Term des Dipoloperators

(117 cos0 + I sinB cos¢ + Ijy sinb sing) (I, cosO + Ipx sinb cosd + Ipy sinb sing) .

Fiir die explizite Berechnung des Hamiltonoperators definieren wir die Kopplungs-
konstante

_ Mo Yy 2R

4n l’lj‘.'
AuBerdem schreiben wir die transversalen Operatoren in der Form

Iy cosh= 7 (y+IEP+e™) Ty sing= & (T + T (el - e

_ | : .
Lix cosd + Iy sing = = (I eld 4 I eld’) .

Damit erhalten wir
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|
Hyq = oq { (1-3c0820) (I}, I, - 7 (T +11.10)

sin® cos0 [(I1 oy + 1141n,) €19 + (11, 1o + 11 Ir,) e?]

I | a2

3 . .
3 sin0 [[1.1hy €219 + 1) 1, e2i0]} .

Die Form ist offenbar sehr dhnlich wie die eines axial symmetrischen Quadrupoloperators.
Die einzelnen Terme werden gerne mit den Buchstaben des Alphabets bezeichnet: die erste
Zeile entspricht dem A und B-Term des "Dipolalphabets", die zweite dem C und D Term
und die dritte dem E und F Term. Es handelt sich in beiden Fillen um einen irreduziblen
Tensoroperator zweiter Stufe. Man wihlt diese Form, weil sie die einfachsten Transformati-
onseigenschaften unter Rotationen besitzt.

3.54 Skalare Kopplung

Fiir zwei Spins, die durch die skalare Kopplung aneinander gekoppelt sind, hat der Hamilto-
noperator

- > |
Hy=T11 =T (Ix Ipx + Ily I2y +11, 1) =Tz 1o, + q (14 -+ 11 1Ipy))

die Matrixdarstellung
/1
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