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4.1 Symmetrie

4.1.1 Grundlagen

Ohne auf¥ere Felder sind die Gleichungen, welche physikaische Systeme beschreiben,
Immer isotrop: es gibt keine bevorzugte Richtung im Raum. Ein System, das sich gemal3
der Schrodingergleichung entwickelt behdt seine anfangliche Symmetrie bel. Eine Be-
ricksichtigung der Symmetrie kann deshab wesentlich zur Losung des Problems beitra-
gen. Haufig ist es sogar moglich, dlein aufgrund der Symmetrie relevante Aussagen zu
mache, ohne Uberhaupt eine Bewegungsgleichung zu 16sen. Jede Symmetrie entspricht
auch einer Erhaltungsgrofi3e. Im Falle der Rotationssymmetrieist dies der Drehimpuls. Die
mathematischen Grundlagen fur diese Mdglichkeiten werden von der Gruppentheorie ge-
liefert.

NatUrlich ist es an dieser Stelle nicht méglich, im |9 i 2
Detail die Gruppentheorie zu behandeln. Wir L Gruppentheorie bekannt *

mochten aber doch die wichtigsten Resultate diskutieren.

Im Bereich des klassischen Elektromagnetismus beschreibt das Coulomb’ sche Gesetz
die Wechsawirkung geladener Teilchen wie Elektronen und Kerne mit externen Feldern.
Im habklassischen Formalismus kann der Hamiltonoperator, der die Wechsawirkung be-
schreibt, zwel mogliche Formen haben:

# Wiy =B 1. Hj=-elmp - A .

Die erste Form erh@lt man direkt Gber das Korrespondenzprinzip aus der klassschen
Form der Wechselwirkung zwischen einem elektrischen Dipolmoment e rund dem eek-
trischen Feld E Die zweite Form beschreibt die Wechsalwirkung Uber die Kopplung zwi-

schen dem elektronischen Impuls p und dem elektromagnetischen Vektorpotential A und
kann aus der Quantisierung der Bewegungsgleichung in einem externen Vektorpotential
hergeleitet werden. Wenn man diese Form in eine Multipolreihe entwickelt findet man,
dass in niedrigster Ordnung die beiden Formen Ubereinstimmen. Nur in ganz speziellen
Fallen gibt es Unterschiede zwischen den beiden Formen, welche auf die unterschiedlichen
Eichungen des el ektromagnetischen Feldes zuriickzufiihren sind (W.E. Lamb, R.R. Schlicher,

and M.O. Scully, 'Matter-field interaction in atomic physics and quantum optics, Phys. Rev. A 36,
2763-2772 (1987).).
Fir diese Analyse beriicksichtigen wir nur homogene Felder und benutzen die e ekiri-

sche Dipolform E - r_)d%WechseIwi rkungsoperators.

412 Paritat

Wir kénnen nun Symmetrieeigenschaften diskutieren, welche dazu fuhren, dass wir die
meisten Matrixelemente dieses Operators vorhersagen konnen. Die erste Symmetrieopera
tion ist die Paritét, eine Inversion am Zentrum des K oordinatensystems. Dadurch wird der
Ortsvektor
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?= {x,y, z} ubergefthrt in -?z {-x,-y,-z} .

Polare V ektoren wie der Ortsvektor 7haben negative Paritét, Se wechseln das Vorzeichen
unter Inversion am Ursprung.

Matrixelemente <Ta]r|Tb>, sind Skalare, d.h. se besitzen positive Paritét. Da die Pari-
tét eines Produktes durch das Produkt der Paritéten gegeben ist mussen die Paritéten der
beiden Zustandsfunktionen W5 und ¥y entgegengesetztes Vorzeichen haben. Deshalb
mussen z.B. alle Matrixelemente verschwinden fur W5 = ¥),. Eine Konsequenz davon igt
dass Atome kein statisches elektrisches Dipolmoment aufweisen. Der Starkeffekt, d.h. die
Verschiebung der Energieniveaus durch ein elektrisches Feld ist deshalb in niedrigen Fdl-
dern immer eine quadratische Funktion des Feldes. Eine lineare Verschiebung erhdt man

erst wenn die Wechselwirkung grof3er wird als die Nullfeldaufspaltung der betroffenen Zu-
stande.

4.1.3 Rotationen

Als zweite Symmetrieoperation betrachten wir die Rotationssymmetrie. Rotationen
konnen auf unterschiedliche Arten beschreiben werden: entweder so dass se ein Objekt
rotieren, oder so dass se das Koordinatensystem rotieren. Wahrend es naturlicher er-
scheint, das Objekt zu rotieren ist es oft mathematisch einfacher, die Rotation auf das Ko-
ordinatensystem anzuwenden. Dies ist insbesondere dann der Fall wenn die mathemati-
sche Struktur des Objekts kompliziert oder ev. gar nicht explizit bekannt ist, wie z.B. be
einer quantenmechanischen Zustandsfunktion.

Die beiden Arten von Rotationen | Rotation des Rotation des
sind eng miteinander verbunden. Eine | Objekts K oordinatensystems
Rotation enes Objekts im Uhr-
zeigersinn andert seine Koordinaten
genau gleich wie eine Rotation des
Koordinatensystems im  Gegenuhr-
zeigersinn.

Die Objekte, deren Rotationseigen-
schaften uns interesseren, sind Zu-
standsfunktionen (7). Wir schreiben

ene Rotation der Zustandsfunktion
um den Winkel 6 um die z-Achse als

W'(T) = Pr(z,0) W(T).

Um deren Rotationseigenschaften zu finden beginnen wir mit einer Rotation des Ar-
gumentes, d.h. des Koordinatenvektors 7 . Eine Koordinatentransformation ergibt
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X’ co® snH O X
r={y |=R(z0)r=| -sind co® O y
z 0 0 1 z

Die Rotation der Zustandsfunktion und die Transformation der Koordinaten hangen di-
rekt voneinander ab: Wenn wir beide gleichzeitig rotieren muf3 die mathematische Form
der Zustandsfunktion konstant bleiben.

Pr(z0) Y(R(z,0)T) =¥'(T") =¥(T).
Wir benutzen diese Beziehung um die Rotation eines Objekts zu beschreiben, dessen

mathematische Form nicht trivid ist, indem wir es durch eine Koordinatenrotation aus-
dricken. Wir multiplizieren die Gleichung von links mit Pr(z,-6) und berlicksichtigen dass

PR(Z,-O) PR(Z,G) =1.
Damit erhalten wir
Y(R(z0)") =Pr(z-0) ¥Y(")=Y(").

Diese Beziehung ist eine mathematische Darstellung der gleichen Tatsache die in der
Figur graphisch dargestellt ist: Angtelle einer Rotation des Objekts im Uhrzeigersinn um
den Winkd 6 kann man auch eine gegenléufige Rotation des Koordinatensystems durch-
flhren.

4.1.4 Rotation von Funktionen

Da die Rotation einer adlgemeinen Funktion relativ aufwendig sein kann ist es haufig
snnvoll, diese Funktionen in einer irreduziblen Bass darzustellen. Diese ist bekanntlich
durch die sphérischen Harmonischen oder Kugelflachenfunktionen Y, definiert. Die er-

sten Funktionen sind

Diese Funktionen transformieren besonders |, m ™
elnfach unter Rotationen um die z-Achse:
1
PRZ,0Y) Y (0.0) = €™ Y £,(0,0) . o 0 ez

3
1 0 Ecose
\Jarsing e
1 +1 T 8n3|nee o
51 )
2 0 4n 2 (3cos“0- 1)
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Etwas aufwendiger sind Rotationen um an-
dere Achsen. In der Figur wird anhand enes
Beispiels gezeigt, dass jede Rotation durch -
ne Sequenz von maximal drei Rotationen um
zwel feste Achsen dargestellt werden kann. In
diesem Beispid wird eine Rotation (1t/2)y um

die x-Achse durch eine Sequenz (n/2); (n/2)y,
(-m/2), ersetzt. Das schwarze Objekt stellt den

Ausgangszustand dar, das weil3e den Endzu-
stand und die beiden grauen Zwischenzustan-
de.

Dies verwendet man bel der Defini-
tion der Eulerwinkel. Sie stellen eine
Moglichkeit dar, beliebige Rotationen
um beliebige Achsen durch eine Se-
guenz von drei Rotationen um die y-
und z-Achse beschreiben. Fir Rotatio-
nen um die y-Achse findet man

PR(Y.B) Y (6.0) = Zy i (B) Y 5(6,0).

Hierba werden somit Funktionen

mit dem gleichen Drehimpuls / und
verschiedener Quantenzahl m gemischt. Die Rotationsmatrix d,.(B) hat die Dimension (2 /
+1) x (2 +1) fUr eine Gruppe von Zustéanden mit Drehimpuls /. Die Matrixelemente sind

tabelliert, z.B. in (M. Weissbluth, 'Atoms and molecules, Academic Press, San Diego (1978); D.M.
Brink and G.R. Satchler, 'Angular Momentum', Clarendon Press, Oxford (1962); A.R. Edmonds, 'An-

gular momentum in quantum mechanics, Princeton University Press, Princeton (1974).).

415 Rotation von Operatoren

Wiein der Vorlesung Physik 1V gezeigt wurde werden die Rotationsoperatoren um eine
Achse a durch den entsprechenden Drehimpul soperator erzeugt,

R(o., 0) = €0 .
Etwas anders gestalten sich Rotationen von Operatoren. Wir hatten dies bereits beim

Ubergang ins rotierende K oordinatensystem gefunden. Da Erwartungswerte unabhangig
von einer gleichzeitigen Rotation von Operator und Zustandsfunktion sein missen gilt

<A> = <Y|A|¥Y> =<V'|A'|Y'>.
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Fir eine Rotation €199 um die z Achse muss gelten

19> = 0% und <y| = <)z

und damit

<A> = <P'|A''> = <Plez A €97 = <P |A P>,

SO dass der rotierte Operator

A' - eIGJZ A e—IGJZ

wird. Wenn wir A = J, setzen finden wir sofort dass die z-Komponente des Drehimpul ses
unter Drehungen um die z-Achse invariant ist. Dies gilt natlrlich analog fir alle Achsen.

4.1.6 DasWigner-Eckart Theorem

Das Wigner-Eckart Theorem (C. Eckart, 'The application of group theory to the quantum dy-
namics of monatomic systems, Rev. Mod. Phys. 2, 305-380 (1930); E.P. Wigner, 'Gruppentheorie und

ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der Atomspektren', Vieweg, Braunschweig (1931).) ist @n
aulRerordentlich méchtiges Hilfsmittel fur die Berechnung der Matrixelemente von Opera-
toren mit bekannten Rotationseigenschaften. Es erlaubt uns, die Matrixelemente hinzu-
schreiben, wenn wir nur en einziges nichtverschwindendes Element kennen. Es benutzt
die Invarianz der Erwartungswerte unter Rotationen: Die Erwartungswerte selbst snd
Skalare, aso nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhangig. Wir mochten hier
keine mathematisch exakte Herleitung des Theorems durchfihren, aber wenigstens die
|dee nachvollziehen.

Die sphérischen Harmonischen stellen eine vollstdndige Basis dar, so dass wir dle dre-
dimensionalen Funktionen in dieser Basis entwickeln kdnnen:

|\P> = Z[m C[m Y

m "

Dies lohnt sich deshalb well wir Erwartungswerte durch Integration Uber den ganzen
Raum berechnen :

<A>=[[[r2dr sind do dp ¥* A ¥ .

Wenn man den Integranden als Summe von sphérischen Harmonischen darstel It

<A>=J[[drsin® do do { Gy Yoo+ Cry Y1+ Cpo Yyt ... } =Cyo JJ] dr sind db do Y.

sieht man leicht, dass das Resultat direkt gegeben ist durch c,,, aso durch den vollstandig
symmetrischen Tell des Integranden. Man kann deshalb die Berechnung der Matrixele-
mente erheblich vereinfachen wenn man die Orthogonaitétsrelationen fur spharische
Harmonische verwendet.
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41.7 Irreduzible Tensoren

Wir mussen jetzt lediglich die Operatoren in sog. irreduziblen Tensoren darstellen, dso
in Teile aufteilen, die wie sphérische Harmonische transformieren. Fir einen Vektoropera-
tor A wie den Dipoloperator sind dies die drei irreduzible Komponenten T,* und T,,®.
Die Matrixelemente dieser drei Komponenten sind proportional zu denjenigen der sphéri-
schen Vektorkomponenten rg und ryq. Die Matrixelemente aler dieser Operatoren snd

bekannt; sie konnen geschrieben werden as

<at, L, mT o, L', m> = (-1)L'm(

L k L
-mq m

) <a, LT®)|jor, L'> .

Dabe stellt L den Drehimpuls des Zustandes dar, m die z-Komponente, und o dle Ubri-

gen Quantenzahlen.

Die Grof3e in Klammern stelt en
3JSymbol dar. Es ist eine symme-
triserte  Form der Vektorkopp-
lungskoeffizienten der klassischen
Drehimpulsvektoren. In der oberen
Zéelle stehen die Drehimpulsquan-
tenzahlen der beiden Zusténde und
des Operators, in der unteren Zele
die magnetische Quantenzahl (z-
K omponente).

Zu den wichtigsten Eigenschaften
der 33Symbole gehdrt die Tatsache,
dass de verschwinden wenn de
Addition der z-Komponenten nicht
gegeben i, d.h. fur dle Elemente
bei denen

-m+qg+m=0.

Diese Eigenschaft eiminiert bereits
die meisten Matrixelemente.
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4.2 Drehimpuls

4.2.1 Drehimpulsund Polarisation des Lichts

Wall die Auswahlregeln fir elektronische Ubergénge in erster Linie durch die Erhal-
tung des Drehimpulses gegeben ist miissen wir zundchst diskutieren, wo Drehimpuls eine
Rolle spielt. Er tritt sowohl in den Atomen und Molekilen, wie auch im Strahlungsfeld
auf. Letzteres konnen wir relativ kurz behandeln.

In der klassischen (d.h. Maxwell’ schen) Beschreibung des Strahlungsfeldesist der Dreh-
impuls gegeben durch

rxp,

wobei r die Position und E) den linearen Impuls beschreibt. Beim Strahlungsfeld betragt
der lineare Impuls

P =ExB
Der Drehimpulsist damit gegeben as das Integral von
I xExB
Wichtig wurde der Drehimpuls des Lichtes aber erst im Rahmen der quantenme-
chanischen Beschreibung. Man unterscheidet algemein internen Drehimpuls, welcher ds
Spin bezeichnet wird, sowie externen, a'so Bahndrehimpuls. Letzterer hangt von der Wahl
des Koordinatensystems ab und soll uns hier nicht weiter beschaftigen. Spindrehimpuls

hingegen ist unabhangig von der Wahl des Koordinatensystems und wird von entschel-
dender Bedeutung sein. Jedes Photon besitzt einen Spin von

S=h m=0, 1
Die dre moglichen Spinzustande Linear Zirkular
entsprechen orthogonalen Polarisati- links rechts

onszustanden des Strahlungsfeldes, die
ublicherwelse ds

T, 0+ und o- \ R Y

bezeichnet werden. Da Photonen rela-
tivistische Teilchen sind gibt es ene
Einschrankung: Wenn wir die Quanti-
serungsachse paralel zur Ausbreitungsrichtung des Lichtes wéhlen kann der Zustand
m=0 nicht bevdlkert sein. Dies entspricht der Bedingung dass die Komponenten von E
und B pardle zur Ausbreitungsrichtung des Lichtes verschwinden, dass dso das Feld
transversal ist. Samtliche moglichen Polarisationszustande kénnen durch die verbleibenden
zwel Spinzustande ausgedriickt werden, welche zirkular polarisiertes Licht beschreiben.
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4.2.2 Drehimpulserhaltung bei Absorption

Wahrend wir explizite Rechnungen im halbklassischen Formaismus durchflihren ist es
oftmals niitzlich, gewisse Aspekte rein quantenmechanisch zu diskutieren. Wir benutzen
diese Methode fiir die Herleitung der Auswahlregeln fir optische Ubergange. Im quan-
tenmechanischen Formalismus wird die Wechsawirkung zwischen dem elektromag-
netischen Feld und dem Material durch Photonen vermittelt.

Wir betrachten ein Atom, welches
sich zu Beginn im eektronischen
Grundzustand befindet. Dieser sai von
sphérischer Symmetrie (ein s-Zustand),
so dass sein Drehimpuls verschwindet.
Es absorbiert ein Photon, dessen Dreh-
impuls h pardld zur Quantiserungs-
achse orientiert ist. Drehimpulserha-

tung bedingt dass das Atom nicht nur D
die Energie des Photons aufnimmt, hedornimi o T
sondern auch seinen Drenimpuls. Da /
mit ist es nach der Absorption im gla- Q

L=10 L=10

chen Drehimpulszustand wie das Pho-
ton vorher. Der entsprechende Zustand hat aso die Quantenzahlen L=1 und m =1. All-

gemein ist der resultierende Drehimpulszustand des Atoms durch die Vektorsumme aus
dem Drehimpuls des Atoms und demjenigen des Photons gegeben. Die untere Hafte der
Figur illustriert die Konsequenzen fir ein einfaches atomares Energieschema: Der Grund-
zustand ist nicht entartet, wahrend der angeregte Zustand aus drei Drehimpulszusténden
besteht. Die Wechsalwirkung mit zirkular polarisiertem Licht bevolkert selektiv denjenigen
angeregten Zustand, dessen Drehimpulszustand gerade dem gesamten Drehimpuls von
Grundzustand plus Photon entspricht.

Be der Absorption eines Photons bestimmt die Energieerhaltung den Bereich der
Energieskala, innerhalb dessen verschiedene Zustande aneinander gekoppelt werden kon-
nen. In analoger Weise bestimmt die Erhaltung des Drehimpulses, welche Drehimpuls-
zustande aneinander gekoppelt werden konnen. Die Starke der Wechsdwirkung hangt
deshab sowohl von den magnetischen Quantenzahlen wie auch von der Polarisation des
Lichtes ab. Da Photonen einen Spin von h=1 besitzen missen sich die beiden Zustéande
um

AL=L'-L=0 oder =1

unterscheiden und auf3erdem konnen nicht beide Zustande den Wert L'=L=0 annehmen.
Die magnetischen Quantenzahlen miissen die Bedingung Am; = 0,£1 eflllen. Fir Ein-

elektronensysteme wie z.B. Alkaliatome gilt aul3erdem A/ <> 0.

4.2.3 Matrixelemente fur Alkaliatome

Wir betrachten als konkretes Beispiel den Ubergang eines einzelnen Elektrons vom s- in
ein p-Orbital: sein Drehimpuls dndert sich dabei von 0 zu 1. Wird dieser Ubergang durch
zirkular polarisiertes Licht angeregt, so gilt Am; = +1, und der angeregte Zustand kann

nur die Quantenzahlen |L=1, m =1> haben.
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Flr zirkular polarisiertes Licht, das an einen L=0«>L'=1 Uber-
gang ankoppelt, gibt es damit nur einen einzigen moglichen Uber- || L =1
gang. Das eektrische Dipolmoment zwischen dem Grundzustand
und dem elektronisch angeregten Zustand hat somit ein einziges
nicht verschwindendes Matrixelement

<e; L=1, m_ =1]r4|g; L=0, m =0>=d| .

Die Situation wird etwas komplizierter wenn der Ausgangszustand nicht kugel symme-
trisch ist. Ist der Ausgangszustand z.B. ein L=1 Zustand, so wird der Endzustand be-
stimmt durch die V ektorsumme der beiden Drehimpulse

Kopplung zweler
Drehimpul svekto-
ren |L,m>, |k,g>
ergibt drei  még-
liche resultierende
Drehimpul svekto-
ren |Lqip3,m™>. Ge-
maf3 der
Schwartz’ schen
Ungleichung muf3 dieser resultierende Drehimpuls den Betrag L = 0, 1 oder 2 haben. Da
sch auch die z-Komponenten addieren muss die Summe der beiden z-Komponenten
gleich der z-Komponente der Summe sein. Auf3erdem muss der Betrag des Drehimpulses
groler oder gleich den Komponenten sein. Damit muf3 fiir den Anfangszustand |g; L=1,
m_=1> und zirkular polarisiertes Licht gelten

<¢,L=2,m=2|ry|g L=1, m=1>=d_ .
Die Matrixelemente fur alle anderen Endzustande verschwinden. Fur wt-Licht gilt

<€ L, m=1|rg|g;Ls=1, m=1>=+0far L.,=12

e

Das Matrixelement fir L = O verschwindet wegen der Regel m| < L. Fir Einelektronen-
systeme verschwindet auch das Matrixelement flr Lg = 1 aus Paritéatsgrinden.

Fir ¢. erhd@lt man 2 mogliche Ubergéange

<€ L,m =0|rj]g L=1, m=1>%0 far L.,=0,2.

Den Wert der Matrixelemente erhét man mit Hilfe des Wigner-Eckart Theorems.
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4.2.4 Atomare Feinstruktur

Die Atome, resp. Molektile enthaten ebenfalls Drehimpuls. Man unterscheidet hier ver-
schiedene Reservairs. In Molektlen enthélt die Rotation des Gesamtmolekiils Drenimpuls.
In Atomen findet man elektronischen Drehimpuls aufgrund der Bahnbewegung der Elek-
tronen, aber auch internen, also Spin-Drehimpuls der Elektronen und Kerne. Der eektro-
nische Drehimpuls wird mit den Symbolen L und S fir Bahn- und Spindrehimpuls be-
zeichnet, sowie Jfur den Gesamtdrehimpuls

—

J=L+E€.

Der Spin-Drenimpuls der Kerne wird meist mit | bezeichnet und der gesamte atomare
Drehimpuls mit

F=Jd+1=L+S&+1.

Im Bohr-Sommerfeld Modell des Atoms erschienen die Elektronen als Teilchen, welche
umn den Kern rotierten und so offenschtlich Drehimpuls enthidten. Im quan-
tenmechanischen Modédll ist diese Beziehung weniger offensichtlich, aber ihre praktische
Bedeutung umso grofder. Im freilen Raum missen Eigenzusténde des Hamiltonoperators
immer auch Eigenzusténde des Drehimpulses sein. Wie beim Wasserstoffatom werden dle
Einel ektronenzustande entsprechend ihrem Bahndrehiumpuls/=0..nass, p, d ... Orbitae
bezeichnet. Die Existenz von Orbitalen mit verschwindendem Bahndrehimpuls ist Gbri-
gens ein direkter Widerspruch zum Bohr-Sommerfeld Moddl: Dort mussten Elektronen
mit verschwindendem Bahndrehimpulsin den Kern stiirzen. Jedem Bahndrehimpuls £ ent-
sprechen 2 £ +1 magnetische Quantenzahlenm=-/.. /.

Neben dem Bahndrehimpuls missen wir auch den Spin des Elektrons berticksichtigen.
Die beiden Drehimpulse ,, splren” einander d.h. es existiert eine Kopplung

(nl

Hg=fL- &,
wobei f die Kopplungskonstante darstellt. Die Energie des Systems hangt also von der re-
lativen Orientierung der beiden Drehimpul skomponenten ab. Die Wechselwirkung ernied-
rigt die Symmetrie des Hamiltonoperators. Die Energie it nur noch dann konstant wenn
die beiden Telle gemeinsam rotiert werden. Dies bedeutet auch dass der reine Bahndre-
himpuls keine Erhaltungsgrofe mehr ist; lediglich der Gesamtdrehimpulsist erhalten.

Wir betrachten as Be-
giel die niedrigsten Zu-
stande von Natrium. Der ] Lﬂ‘hyz
elektronische  Grundzu- _
stand ist ein s Zustand, be- s __t3”2 4
Sitzt also keinen Bahndre- t 21p AD
himpuls und einen gesam-
ten eektronischen Dre-
himpuls J = L+S = 1/2. (<I
Der angeregte 3p Zustand L=0 mﬂ <
besitzt hingegen enen VA e
Bahndrehimpuls L = 1. Je ‘|g> i 3 Kopplung

e s — — D,
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nach relativer Orientierung der beiden Komponenten L und S wird die Summe J = 3/2
oder J = 1/2. Die Aufspatung zwischen den beiden Zustanden betréagt 3f/2, wie man aus
dem Hamiltonoperator findet. Diese Aufspaltung wird as Feinstruktur bezeichnet und
fuhrt zur Aufspaltung der Na D-Linie in die D1 und D5 Linien. Die Aufspaltung betragt

bai Na 500 GHz und wesentlich mehr fur die schwereren Alkaliatome.

4.2.5 Hyperfeinstruktur

Eine dhnliche Kopplung existiert zwischen dem elektronischen und dem Kernspin, die
as Hyperfeinkopplung bekannt ist.
HHE = A 3T ,

die Hyperfeinkopplungskonstante A hangt vom elektronischen Zustand ab. Fir den
Grundzustand von Na ist se Ag = 900 MHz und fur den Py, angeregten Zustand 95

MHz.

Im Grund- wie im an- |(

geregten Zustand koppelt J=1/2
ein J = 1/2 eektronischer 2Pys F
Drehimpuls an  einen || [6> == = R
Kernspin | = 3/2, so dass | =3/2
wir zwei maogliche Ge
samtdrenimpulse F = 1
und F = 2 erhdten. Die
Aufspaltung  zwischen J=1/2 —— F=2

diesen beiden Zustanden 23y Hyperfein SA,
iss gegeben durch die Wechselwirkung = :
K opplungskonstante A. \ \ J

2
— 2Ae
1

T
I

Im Gegensatz zur 2Aq
Feinstruktur ist de i
Hyperfeinstruktur  zu || e 5
Klen um in einem ||== 2 2
Spektrometer gemes-
sen zu werden; se
verschwindet  sogar
innerhab der Dopp-
lerlinienbreite. Mit Hil- E=
fe hochauflosender | ¥}
L aserspektroskopie F=1
kann se aber sehr ex- |~—— 0
akt gemessen werden. aserfrequenz / GHz

1
[
==

4) Auswahlregeln 9. Juni 2000
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4.2.6 Matrixelemente

Da der Kopplungsoperator unabhangig ist vom Spin muss die Spinquantenzahl fir
Grund- und angeregten Zustand die gleiche sein. Wir diskutieren hier lediglich den Fall der
L S-Kopplung. Die Berlicksichtigung des Spins andert dann lediglich die Niveaustruktur,
nicht aber die Auswahlregeln.

Auch unter Berlcksichtigung der Spin-Bahn m;
Kopplung muss die Drehimpulserhatung gelten.
Fir den enfachsten Fal, mit einem J1/2 Grund- | =g/p =32 12 12 2
zustand und einem J=1/2 / J=3/2 angeregten Zu- .
stand ist bel der Anregung mit 4+ Licht fur drel =172

Ubergange der Drehimpuls erhaten. Wir kénnen
die entsprechenden Matrixel emente bestimmen z.B.
indem wir die Zusténde in die Basiszustande zerle-
gen. Fur den letzten Ubergang finden wir F1/2

12 12

<e, FF3/12m5=3/2|ry | g; FU2, m=1/2> =
=<elL=1m =1,5=1/2,mg=1/2 | r;+ | g; L=0,m =0,S=1/2,mg=1/2>=d| .
Fur den ersten Ubergang finden wir

<el ‘-]:3/2, mJ:1/2 | I’+ | g, J:1/2, mJ:'1/2> =
1
=\[§ <g; L=1, m_ =1, S=1/2, mg=-1/2Jr|g; L=0, m_=0, S=1/2, mg=-1/2>

2
+\/% <e, L=1, m =0, S=1/2, mg=1/2|r+|g; L=0, m =0, S=1/2, mg=-1/2>

Der zweite Term verschwindet aufgrund der Orthogonalitét der Spinzusténde. Wir erhd-
ten somit

1
<e JF3/2, mEU2 |y | g; FU2, m=-1/2> =\/% d_

und analog

2
<e F1/2, mEU2|ry | g; FU2, m=-1/2> =\/% d._ .

Anstelle dieser schrittweisen Berechnung kann man die Matrixelemente fir die einzd-
nen Ubergange auch mit Hilfe des Wigner-Eckart Theorems berechnen. Fir Ubergange
von Jg nach Je erhdlt man

4) Auswahlregeln 9. Juni 2000
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J 1 J

<ede, mueliglgidy Myg> = (™| P <eddirgllgi >
Je %

Die reduzierten Matrixelemente ergeben sich aus dem Kopplungsschema von Spin- und
Bahndrehimpuls. In geschlossener Form lauten sie

2
J 1 J
(& 3dIrlle Jg>f=<2Jg+1><2Je+”{ L, S L‘;} e Ldrig L)l

sofern der Spin S fur beide Zustéande identisch ist, und sonst Null. Das Symbol in ge-
schweiften Klammern ist eéin 6J Symbol; numerische Werte findet man in der Literatur.

Numerische Werte fir 6J Symbole
A Ji Ji @b L f
LV =R o o W LS = 1 1 1 1 3 fiss !
145 1S o 1/ 177 a2 = l 1 2 ! friohy
| W W B PR 2 = kvd 1,57 1 ¥z /. 3
1 1/ 1/ 1 A 22 = PE Y 172 3 i o1
§ 1 : e 1 =38 A V4 157 1 Fu 3/ 2u1
§ 1 = LIZEER St I 11 P LV ALE D 1 k)

1 1 i 1 ] o ¥ e i 155 45 s G
1 1 [ 1 ! 1 o = EE VAol RV | 21
1 1 1 VAZ 1S 1/ * i EVSAN Vet S s 2
1 1 [ 1 1 Lt RPN 3/ S o
1 1 1 1 i VAR el 3/ 3 “u
1 1 1 1 [ 1 o " J iy : ! 1 v
I 1/ i 1/ i =11 bl 7 a5 17 Lo ool
/ 1 SN RSO 1/ "o 2 THENL IS 3 P e
V| I I 1571 “ny VLAV~ 4/ 35 S
VA 1A 1 L/ b EOAS | 1]
EYASEY, ido . A T 1/ 1/ jaEery
iy i 1S s 1 3 : RV VA b 1/ oue
L0003 1 [ 1 “1 2 ST O 2 R sy
/ & = | 1 3 Eal 2 2 o n Gl
Fe A TSe AT s o B . [ESC VL e RSN
PR TS TPt = o 7 1 1 1 a
S P LA 1 S o 1 3 ? *l
4T o 1 v =t p i ; s 1 Dk
J 2. 1 1 1/ iE o 3y s 200
2/ A2 I 1 20 R : T
2 iSe E 1.7 1 i 2 1 wE
L = o ¢ Bl e [ i
Y= i o R | 1.7 /" 4 el
- 1 b . 1 L e > ! 1 ' <011
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Fir die D1 Linie erhdt man

/Jg 1 ‘Je\(Dl)_

|Le SLgf ‘\
Somit wird die Ubergangsstarke

(e 311l I = 5 e L dIrlorL )

— N
NP =
o N

\\
1

1
V6

und doppelt so groR fiir den D, Ubergang.

Bertickschtigt man zusétzlich den Kernspin, so erhdit man in volliger Anadogie das
reduzierte Matrixelement als

2
F1F
(& Fdlrlig; Fg>|2:(2Fg+1)(2Fe+1){JZ | Jge} (e 2dlrle: )

4.2.7 Molekille

G+
Der wesentlichste Unterschied zwischen 7/
Atomen und Molekllen ist dass letztere nicht
sphérische Symmetrie aufweisen. Damit falt
yA yA
-2 1 0

ua die Drehimpulserhatung weg, d.h. die
Summe von eektronischem Drehimpuls und
Drehimpuls des Lichtes ist nicht mehr erhd-
ten. Der gesamte Drehimpuls ist natirlich wel-

terhin erhalten, doch muss dafiir auch der Ro- 0- N X_R N
tationsdrehimpuls des Molekiils berticksichtigt

werden.

Aufgrund der reduzierten Symmetrie kon- —

nen die Ubergangsmatrixelemente nicht mehr , -

aus der Erhaltung des Drehimpulses bestimmt
werden. Vide Molekile weisen aber andere F o2 1
Symmetriedlemente auf, welche Auswahlre- | “ — —
geln zur Folge haben. Fir jeden konkreten AlA
Fal bestimmt man zunéchst die Symmetrie-
gruppe des Molekils. Dies bestimmt die irre-
duziblen Darstellungen, welche als Bass fur
die Berechnung von Ubergangs-

M atrixel ementen dienen.

2 1

Die Regdl fir einen erlaubten Ubergang ist wie bei den Atomen die dass das Matrixe-
lement die total symmetrische Darstellung enthalten muss.

4) Auswahlregeln 9. Juni 2000
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P.W. Atkins, M.S. Child, and C.S.G. Phillips, 'Tabies for
group theory', Oxford University Press, Oxford (1970).

nachst die enzelnen sationa
ren Zustande bestimmten ir-
reduziblen Darstellungen zu-
gewiesen werden. Dafir ver-

Charaktertabelle fiir Gruppe C3

wendet man Tabelen zur (¢, £ ¢, ¢ ¢ =exp (2riif3)
Gruppentheorie wie hier fur |3
das Beispid C3 dargestdllt. Ir- ;“ 1 C -2 22
reduzible Darstellungen, die e, e o v
mit dem Buchstaben A ge- |E || & | MR K G — 7 )z, x2)
kennzeichnet sind, sind nicht
entartet, wahrend E eine zwe-

Produktregeln

fach entartete Darstellung be-
zeichnet. Funktionen, die rota-

tionssymmetrisch  beziiglich | 2 £0r €2, s, Cox Das Do Cae Caos o

der dreifachen Achse sind Cans Coss Cons Daa Do Daa. S

(wie zB. z) transformieren A4, A, B B g, E,

entsprechend A. Die Funktio- -

nenx undy gehdren zur Dar- | 4 4 4. A B, £ E;

stellung E. 4, 4, B B E, r,
Ein Produkt von zwe to- | 5 A, A E, k,

talsymmetrischen Darstdlun- | -~ P P A

gen (A A) ist ebenfdls totd- | : : !

2 Handormicrt gomdly £, | - R el A

wahrend @n Produkt E E | E: A+ L1+ £,

zweimal die totalsymmetrische
Darstellung und einmal E enthdlt.

Interessieren wir uns fUr die Matrixelemente der z-Komponente des Dipoloperators so
mussen wir Produkte

<W1|z|¥2>

finden, welche die totalsymmetrische Dartellung A enthalten. Da z zu A gehort muss das
Produkt 1 W» ebenfalls zu A gehéren. Somit treten nur Ubergange von A nach A oder

E nach E auf. Fur die Komponenten X, y muss hingegen das Produkt in E liegen, so dass
nur Ubergange von A nach E und umgekehrt auftreten.

In Festkorpern ist das Vorgehen grundsétzlich das gleiche. Metale sind fir optische
Spektroskopie im allgemeinen nicht interessant. Bel 1solatoren sind resonante optische Ef-
fekte priméar an Defekten und Verunreinigungen zu betrachten. Ein gutes Beispid is Ru-
bin, bel dem die rote Farbe durch Cr Verunreinigungen erzeugt wird. Die Analyse ist in
diesem Fall analog zu freien Atomen oder Molekilen, aul3er dass die Symmetrie durch die
Matrix bestimmt wird. Im folgenden soll lediglich der Fal von Halbleitern diskutiert wer-
den, welche fir optische Anwendungen sehr wichtig sind.
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4.2.8 GaAs

Bei den Halbleitern soll hier nicht der allgemeine Fall diskutiert werden, sondern ledig-
lich der relativ einfache aber wichtige Fall von kubischer Symmetrie wie er z.B. in GaAs
auftritt. In diesem Fal ist die Symmetrie hoch genug dass weiterhin Drehimpulserhaltung
gilt, so dass die Auswahlregeln praktisch vom freien Atom tbernommen werden kénnen.

In GaAs hat das Valenzband p-Charakter, d.h. die Elektronen (und Locher) im Vdenz-
band besitzen einen Drehimpuls L, = 1. Das Leitungsband hat s Charakter, d.h. die Elek-

tronen besitzen L = 0. Unter Berilicksichtigung des Spins erhdt man fir das Vaenzband
die moglichen Drehimpulszusténde J,=1/2 und J,=3/2. Die Spin-Bahn Wechsawirkung

fuhrt zu einer Aufspaltung, welche fur GaAs 0.34 eV betragt (fur k=0). Der J=1/2 Zustand
hat die niedrigere Energie und bildet ein zweifach entartetes Subband, wahrend das obere

Subband (J=3/2) fur k=0 vierfach entartet it.

Die Ubergangsmatrixelemente sind prak-
tisch identisch wie bei der D, Linie der Alkdli-

Atome wenn man berticksichtigt dass hier der
J=3/2 Zustand unten und J=1/2 oben liegt.

4) Auswahlregeln
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