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9. Supraleitung

9.1 Phinomenologie

Im Kapitel 5) iiber freie |Folje: Widerstand bei tiefer Temperatur

Elektronen hatten wir ge-
funden, daB3 der elektrische Widerstand bei tiefen Temperaturen abnimmt, bis er einen
Grenzwert erreicht, der durch Kristallfehler bestimmt ist. Wie immer war diese Aussage
das Resultat eines Modells und wie jedes Modell hat auch dieses seine Grenzen.
Experimentelle Tests dieser Aussage in einem Bereich nahe des absoluten Nullpunkts
waren erstmals ab 1908 moglich, als es Kammerlingh Onnes in Leiden gelang, ein
Kiihlmittel zu erzeugen, welches sehr tiefe Temperaturen erlaubt, ndhmlich fliissiges
Helium, das bei Normaldruck einen Siedepunkt von 4 K besitzt. Er benutzte dieses
Kiltemittel bald um die elektrische Leitfihigkeit bei tiefen Temperaturen zu messen. Im
Jahre 1911 fand er ein merkwiirdiges Verhalten, das sich von der oben gezeigten
Voraussage qualitativ unterscheidet.

Der elektrische Widerstand von Quecksilber nahm zu- |Folje: R(T) Hg K 370

ndchst linear mit der Temperatur ab, bis er bei 4.2 K
plotzlich auf einen sehr kleinen Wert sprang. Genauere Messungen zeigten, dal} dieser
Wert innerhalb der experimentellen Fehlergrenzen mit Null iibereinstimmt. Das heif3t,
daB3 es z.B. moglich ist, in einer geschlossenen Leiterspule einen Strom flieen zu lassen
ohne daf} dieser abklingt.

Dies benutzt man z.B. fiir die Erzeugung starker Mag- Zeichnung: Magnet

netfelder: Man wickelt einen Draht zu einer Spule und regt
darin einen Strom an. Dadurch konnen permanente Magnetfelder von mehreren Tesla
erzeugt werden, wie man sie z.B. in der Kernspinresonanz oder in der Kern-
spintomographie benotigt.

Bei den Metallen und v.a. den Halbleitern hatten wir gesehen, da3 der elektrische
Strom immer auch von einem thermischen Strom begleitet war. Dies ist bei den Su-
praleitern nicht der Fall. Der Superstrom wird nicht von einem thermischen Strom be-
gleitet.

Auch — “die thermische |Fglje: thermische Leitfihigkeit AM 731

Leitfdhigkeit der Supraleiter ist
relativ klein, deutlich kleiner als diejenige der entsprechenden Normalleiter. In diesem
Beispiel wird die thermische Leitfdahigkeit des supraleitenden Materials dirket verglichen
mit derjenigen des normalleitenden Materials. Dies deutet darauf hin, daB} nur ein Teil
der Elektronen thermische Energie, d.h. Entropie, iibertragen kdnnen.

Diese Klasse von Materialien wird als Supraleiter und der Zustand als Supraleitung
bezeichnet. Damit charakterisiert man zunichst die elektrischen Eigenschaften dieser
Materialien. Sie besitzen aber auch sehr charakteristische magnetische Eigenschaften.
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Der wichtigste ist, da} sie sich wie perfekte Diamagneten verhalten, d.h. dal das Ma-
gnetfeld in ithrem inneren verschwindet. Dies ist bekannt als MeiBBner-Ochsenfeld Effekt.

Oberhalb  der — kritischen |Fxyperiment: MeiBner-Ochsenfeld-Effekt
Temperatur ist das Material

normalleitend und praktisch nicht-magnetisch. Das Feld eines externen Magneten
durchdringt deshalb das Material. Kiihlt man das Material unter die Sprungtemperatur,
so wird es zu einem perfekten Diamagneten, d.h. es erzeugt eine Magnetisierung, die das
externe Feld innerhalb des Magneten vollstindig kompensiert.

Die Magnetfeldlinien werden deshalb EXperiment / Folie: Kittel p- 371
aus dem Material ausgestoBen. Im Raum

zwischen dem Magneten und dem supraleitenden Material werden sie deshalb
konzentriert und das System kann seine Energie erniedrigen indem der Supraleiter iiber
dem Magneten schwebt. Dies ist nicht einfach eine Folge der verlustlosen Leitung von
elektrischem Strom. Ein perfekter Leiter wiirde zwar durch Eddy-Strome einer Anderung
des Magnetfeldes in seinem Innern widerstehen. Dies bedeutet, dal das Magnetfeld in
seinem Innern zeitlich unverinderlich sein mufl. Damit miifite aber das vorher
vorhandene Feld erhalten bleiben, wihrend es beim MeiBner-Effekt ausgestolen wird.

_ Dies funktioniert allerdings nur bei Magnetfeldern unterhalb einer gewissen Stdrke.
Uberschreitet die Stirke des duleren Feldes das kritische Feld Hc, so bricht der perfekte

Diamagnetismus wie auch die Supraleitung zusammen.

Supralietung tritt somit nur bei geniigend Zeichnung: Phasendiagramm
tiefen Temperaturen und geniigend schwa-

chem Magnetfeld auf.

Der Betrag des kritischen Feldgs héngt vom Material Folie: H(T),K 374 u
und von der Temperatur ab. Beim Uberschreiten des
kritischen Feldes bricht auch der MeiBner-Effekt zusammen. Unterhalb des kritischen
Feldes betrigt die Magnetisierung M = - H.

Beim kritischen Feld sinkt die Magnetisierung abrupt auf Zeichnung: M =-H
Null, d.h. das Feld dringt in das Material ein. Dies ist aber
nur bei sogenannten weichen Supraleitern oder Supraleitern der ersten Art der Fall.
Dementsprechend existieren Supraleiter der zweiten Art.

Zeichnung: Magnetisierung (H) fiir Supraleiter zweiter Art

Diese Materialien verhalten sich unterhalb des kritischen Feldes Hcy wie die Supra-

leiter der 1. Art. Beim kritischen Feld dringen die Feldlinien ebenfalls in das Material
ein, aber die Magnetisierung sinkt nicht auf Null.
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Folie: Magnetisierungskurve Kittel p. 377; Zeichnung: Verhalten
der Magnetisierung und des Magnetfeldes im Innern als
Funktion des dulleren Feldes.

Diese teilweise supraleitende Eigenschaft bleibt bis zu einem zweiten kritischen Feld
Hc, erhalten. Das Material bleibt auch bis zu diesem kritischen Feld supraleitend. Dieses

zweite kritische Feld kann um mehrere Groenordnungen oberhalb des ersten kritischen
Feldes liegen.

Dieses kritische Feld ist dasjenige, das fir |Folie H ,(T), Kittel p- 377
technische Anwendungen wichtig ist. Fiir klassische ¢ 2

Typ 2 Supraleiter liegt sie im Bereich von bis zu 50 Tesla. Im Bereich zwischen den
beiden kritischen Feldern findet ein teilweises Eindringen des Magnetfeldes in den
Supraleiter statt.

Diese teilweise  Durchdringung | Fglije: FluBquanten-Gitter, AM 733
erfolgt durch einzelne FluBquanten.

Diese ordnen sich in der Form eines Gitters an, welches durch kleine ferromagnetische
Teilchen sichtbar gemacht werden kann. Heute kann man sie auch durch Raster-
Kraftmikroskopie sichtbar machen.

Typ II Supraleiter sind groBtenteils Legierungen, wéahrend Typ I Supraleiter eher
Elemente sind. Es ist moglich, Typ I Supraleiter durch die Zugabe geringer Anteile an
legierenden Elementen zu Typ II Supraleitern zu machen.

Die meisten Supraleiter sind Metalle, aber |Folie: Struktur eines org. SL.
seit einigen Jahren gibt es auch organische

Supraleiter, also Polymere, die unterhalb einer bestimmten Temperatur supraleitend
werden. Die wichtigste Ausnahme aber sind die vor einigen Jahren entdeckten
Hochtemperatur-Supraleiter: Hier handelt es sich um keramische Materialien, die ober-
halb der kritischen Temperatur Isolatoren sind.

Diese Klasse von Materialien hat eine ziemlich Folie: Struktur der HTSL
einheitliche Struktur: es handelt sich um schicht-

formige Materialien, bei denen Ebenen von CuO Schichten sich mit anderen Schichten
abwechseln.

Auch die thermischen Eigenschaften der supraleitenden Materialien unterscheiden
sich von denen normalleitender Materialien. Ein direkter Vergleich ist moglich wenn
man das gleiche Material mit Hilfe eines Magnetfeldes in den normalleitenden Zustand
bringt und die thermischen Eigenschaften vergleicht mit denen des supraleitenden Zu-
standes.

Unterhalb der kritischen Temperatur ist die Zeichnung: Entropieabnahme
Entropie des supraleitenden Zustandes also
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niedriger als diejenige des entsprechenden normalleitenden Zustandes. Diese
Entropieabnahme zeigt, dal beim Phaseniibergang das System in einen Zustand mit ho-
herer Ordnung iibergeht. Aus der GroBenordnung der Entropieinderung (ca. 107
kg/Atom) zeigt, dal an diesem geordneten Zustand nur ein kleiner Teil der Leitungs-
elektronen beteiligt sind. Dementsprechend ist die freie Energie des supraleitenden Zu-

standes niedriger als die des normalleitenden Zustandes. Der Phaseniibergang ist zweiter
Art, d.h. er ist nicht mit einer latenten Energie verbunden.

Die Molwidrme éndert sich allerdings bei der |Folje spez. Wirmen AM 734
kritischen = Temperatur  schlagartig.  Die

mikroskopische Theorie der Supraleitung sagt voraus, dal die Molwirme des
supraleitenden Zustandes bei der kritischen Temperatur 143 % hoher sein sollte als
diejenige des normalleitenden Zustandes. Unterhalb der kritischen Temperatur ist sie
wesentlich stirker temperaturabhéngig.

Der Vergleich zwischen dem normalleitenden und dem |Folie C/T K 380
supraleitenden Zustand wird am einfachsten wenn man den
elektronischen Beitrag separat betrachtet. Die Figur zeigt, daB die Molwédrme
exponentiell von 1/T abhiingt. Dieses Verhalten ist charakteristisch fiir ein System, bei
dem alle Zustinde unterhalb einer Energieliicke besetzt sind.

Thermische Anregungen miissen also iiber diese Zeichnung: Energieliicke
Energieliicke  stattfinden. Die  GroBle  der

Energieliicke hdngt von der Temperatur ab. Typische Werte sind in der Ndhe von 1 meV.

Die Breite dieser Liicke nimmt mit zunehmender |Folie: Kittel p- 382
Temperatur kontinuierlich ab, bis sie an der kritischen
Temperatur verschwindet. Da es sich um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung han-
delt, ist das Verschwinden nicht abrupt, sondern kontinuierlich.

Die Existenz dieser Energieliicke zeigt sich Zeichnung: Grenzfrequenz
auch im Verhalten bei der Einstrahlung von

Photonen. Diinne Filme transmittieren Photonen mit einer Energie unterhalb der
Energieliicke, da diese nicht absorbiert werden konnen. Erst bei Temperaturen in der
Nédhe der kritischen Temperatur findet eine Absorption auch fiir Photonenenergien
unterhalb der Energieliicke statt. Diese geschieht durch die thermisch iiber die Liicke
angeregten Elektronen.

Ein weiterer Punkt der Phinomenologie ist der Isotopeneffekt auf die Sprungtempe-
ratur: Die kritische Temperatur sinkt mit steigender Masse der Atome.

T, o (m/mg) ™ .

Der Exponent n., mit dem die Temperatur absinkt liegt je nach Material zwischen 0 und
0.5.
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9.2 Thermodynamische Beschreibung

Wir betrachten die Energie der Magnetisierung im dufleren Magnetfeld, wobei wir die
Magnetfeldstirke gleich dem kritischen Feld setzen

W =-Jop. MdB, = (1/u0) [o g, BadB, = (1/2119) B2 .
Beim kritischen Feld sind der supraleitende Zustand und der normalleitende Zustand im

Gleichgewicht. Das bedeutet, dal die Energie der Magnetisierung im kritischen Feld
gerade gleich der Stabilisierungsenergie des supraleitenden Zustandes sein mul:

Fs(He) = Fy(He) = Fytap + (1/2p0) B02 =0,

d.h. wir finden die Beziehung zwischen der Stabilisierungsenergie und dem kritischen
Feld

Fgtab = - (1/210) B2 .

Da das kritische Feld mit abnehmender Temperatur zunimmt |Folje: E (T)
konnen wir daraus schlieBen, dal auch die Stabilisierungsenergie £ap
mit abnehmender Temperatur zunimmt.

9.3 London-Gleichung, Eindringtiefe und Kohiirenzléinge

Eine erste mathematische Beschreibung der Supraleitung liefert die London-Theorie.
Sie ist eine phdnomenologische Beschreibung, d.h. sie liefert keine mikroskopische
Grundlage, sondern lediglich eine mathematische Beschreibung der Phinomene.

Die ~ Elektronen ~des Supraleiters |7 ejchnung: 2 Fliissigkeiten-Modell
konnen unterhalb der kritischen

Temperatur zu zwei ,,Fliissigkeiten* zugeteilt werden, einer normalleitenden Fliissigkeit
und einer supraleitenden. An der kritischen Temperatur gehort nur eine infinitesimaler
Teil der Elektronen zur supraleitenden Fliissigkeit, aber dieser Teil nimmt bei
abnehmender Temperatur zu. Ein vollig analoges Modell wird fiir die Beschreibung der
Suprafluiditit benutzt.

Wenn wir davon ausgehen, dafl die Maxwell-Gleichungen auch fiir Supraleiter giiltig
sein sollen, dann muf} das Ausstoen des Magnetfeldes durch die entgegengesetzte Mag-
netisierung des Systems mit einem Oberflachenstrom verbunden sein. Diese Stromdichte
soll proportional sein zum Vektorpotential A :

i=Clpo® A,

wobei 7»12 eine Proportionalitdtskonstante ist. Dies ist die London-Gleichung. Wir bilden
auf beiden Seiten die Rotation und erhalten
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rot j = (-1/ugh) B ,

wobei vorausgesetzt wurde, daB3 das Vektorpotential in der London-Gleichung ge-
schrieben wurde:

diVA=O, AL=O’

wobei A | die Komponente senkrecht zur Oberflidche darstellt. Diese Bedingung stellt
sicher, daf3 kein Strom senkrecht zur Oberfldche flief3t.

Wir benutzen auBBerdem die Maxwell-Gleichung
rotB=puqj,
wobei wir auf beiden Seiten die Rotation bilden
rot rot B = grad div B -VZB=-V?B =puqprotj .
Zusammen mit der London-Gleichung ergibt dies
V2B =B/A2 .

Die einzige ortsunabhingige Losung dieser Gleichung ist die triviale Losung, d.h. das
Feld verschwindet, wie es im Innern eines Supraleiters der Fall ist. An der Oberfldche
erhilt man auch eine nichttriviale Losung mit

B = B exp(-x/A)) , Zeichnung: expon. Abfall / Oberfl. strom

wobei x die Richtung
senkrecht zur Oberfldache darstellt. Der Parameter A; stellt demnach die Abfallrate, resp.

die Eindringtiefe des dufleren Feldes dar. Im Rahmen der London-Theorie erscheint sie
als ein phdnomenologischer Parameter. Die BCS-Theorie liefert

7»12 = s:()rncz/nq2 :
Dabei bezeichnet n die Dichte der Teilchen, q ihre Ladung, und m ihre Masse.

Typische Werte fir die Eindringtiefe |Folje: Kohirenzlingen, K 389
liegen im Bereich zwischen 10 und 100 nm. :

Dies bedeutet, daf} bei Filmen, die diinner als die Eindringtiefe sind, die Magnetisierung
kleiner ist als in Volumen-Kristallen.

Weil die Energie, die der Supraleiter Zeichnung: B in diinnen Filmen
aufbringen muf3 um das Feld auszustoBen
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proportional zum Quadrat der Magnetisierung ist, muf3 das dullere Feld in diesem Fall
groler werden bis die Stabiliserungsenergie des Supraleiters kompensiert ist und der
supraleitende Zustand instabil wird. Damit steigt die Energie dieser Materialien erst bei
hoheren Feldern auf die Stabilisierungsenergie an und das kritische Feld ist deshalb
hoher.

Diese Behandlung der Eindringtiefe geht davon aus, dal die Stromdichte iiberall
proportional zum Vektorpotential sei. Dies ist aber nur moglich wenn sich das Vektor-
potential langsam indert. Allzu schnelle Anderungen wiirden eine starke Erhchung der
kinetischen Energie bedingen. Die minimale Distanz, iiber die das System einer Ande-

rung des dufleren Feldes folgen kann, ist durch die Kohidrenzlinge &, gegeben. Man
erhélt einen Wert fiir die Kohérenzlinge aus der BCS-Theorie:

& = hvp/nE, .

Diese Formeln gelten nur fiir reine Supraleiter. Sind sie verunreinigt wird die Ko-
hédrenzlange kiirzer, da in diesem Fall die kinetische Energie der Elektronen bereits hoher
ist. Die Verkiirzung der Kohérenzldnge 146t sich am besten durch die freie Weglénge [
der Elektronen im Normalzustand parametrisieren. Fiir stark verunreinigte Supraleiter
variiert die Kohérenzlinge wie

§=(& 0" .
Die Eindringtiefe hingegen nimmt mit der Wurzel aus der mittleren freien Wegldnge ab
=R o)
so daf3
ME=x=A|/l.

Dieses Verhiltnis zwischen Eindringtiefe und Kohédrenzlinge ist der wichtigste Pa-
rameter fiir die Unterscheidung zwischen Typ I und Typ II Supraleitern. Fiir kleine
Eindringtiefen, resp. groe Kohérenzlidngen, d.h. ¥ < 1, findet man Typ I Supraleiter, fiir
Kk > 1 eher Typ II Supraleiter.

9.4 Cooper-Paare und Skizze der BCS-Theorie

Aus experimentellen Beobachtungen wufite man, daf} die Elektronen in Supraleitern
Paare bilden. Wie wir bei der Diskussion der quasi-freien Elektronen gesehen hatten,
kann die Wechselwirkung von Elektronen mit dem Gitter zu einer Erniedrigung der
Energie fiihren. In dhnlicher Weise kann die Wechselwirkung eines Elektronenpaars mit
dem Gitter zu einer Erniedrigung der Energie des Paar-Zustandes fiihren, so da} die
Elektronen eine effektive anziehende Wechselwirkung zeigen. Man kann diesen Effekt
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als Uber-Abschirmung verstehen oder so daB eines der Elektronen das Gitter deformiert
und das andere Elektron diese Gitterdeformation benutzt um seine Energie zu
erniedrigen.

Die resultierende Wechselwirkung ist zu klein um fiir isolierte Elektronen-Paare zu
einer bindenden Wechselwirkung zu fiihren. In einem Supraleiter kommt aber ein kol-
lektiver Effekt der iibrigen Elektronen im gleichen Band hinzu: alle Orbitale unterhalb
der Fermi-Energie sind besetzt.

Eine vollstindige Behandlung der BCS-Theorie ist recht aufwendig und bietet Stoff
fiir ein ganzes Semester. Hier ist deshalb nur Platz fiir eine Skizze. Die Grundlage der
BCS-Theorie ist ein Zweielektronenzustand. Dieser muf} bei Vertauschung der beiden
Elektronen antisymmetrisch sein. Bei parallelen Spins ist die Austauschenergie zu grof3,
so daB wir lediglich Singlett-Zustinde betrachten miissen. Da hier der Spin-Teil
symmetrisch ist muf der Raumteil der Wellenfunktion antisymmetrisch sein. Wir
schreiben ihn in einem Koordinatensystem, das an den Schwerpunkt gekoppelt ist als

o(r-r7) = 1/270)° [ dk (k) el k() |

x( i{) stellt hier einen (kontinuierlichen) Entwicklungskoeffizienten dar. Da alle Zustidnde
unterhalb der Fermi-Energie besetzt sind muf} aufgrund des Pauli-Prinzips gelten

(k) =0 fiir k < kg.

Wir setzen weiter voraus, dal3 das Gitter eine attraktive Wechselwirkung zwischen
verschiedenen zwei-Elektronenzustinden existiert. Der iibliche Ansatz fiir den Wechsel-
wirkungsoperator ist

V(ky, ky=-Vq , Zeichnung: Energien

falls beide Zustinde innerhalb eines Energiebandes hop

oberhalb der Fermikante liegen, wobei oy die Debye-Frequenz ist. Innerhalb dieses
Bereiches ist die Wechselwirkung damit konstant.

Eine geeignete Funktion y( i{) definiert einen gebundenen Zustand mit Energie
E=2Fg-A ,

d.h. die Energie des Zustandes liegt um A unterhalb der Energie der unabhéngigen
Elektronen. Da die gepaarten Elektronen sich in einem Singlet-Zustand befinden ver-
halten sie sich jetzt wie Bosonen, d.h. es konnen sich eine groBe Zahl von Paaren in
diesem Zustand befinden. Die gebundenen Elektronenpaare tragen gleichzeitig zu einer
Stabilisierung der Bindungsenergie bei. Dadurch wird der Fermi-See instabil: je mehr
Elektronen kondensieren, desto stabiler wird der gebundene Zustand. Thermische An-
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regungen fiihren hingegen zu einer Aufspaltung der Elektronenpaare. Deshalb befinden
sich bei der kritischen Temperatur nur wenige Elektronen im gebundenen Zustand; bei
tieferen Temperaturen nimmt ihr Anteil zu.

Man beschreibt dies mit Hilfe eines Modells Zeichnung: 2 Fliissigkeiten
zweier Fliissigkeiten, wobei der Anteil der

SuperfliiBigkeit bei tiefen Temperaturen ansteigt. Durch die Stabilisierung steigt die
GroBe der Energieliicke bei tiefen Temperaturen.

Resultate:

8 Eine anziehende Wechselwirkung zwischen Elektronen kann zu einem Grund-
zustand fiihren, der von den angeregten Zustinden durch eine Energieliicke getrennt ist.
Die Existenz eines kritischen Feldes, sowie die thermodynamischen Eigenschaften der
Supraleiter werden durch diese Energieliicke bestimmt.

* Die anziehende Wechselwirkung kommt dadurch zustande, dal ein Elektron
das Gitter deformiert. Das zweite Elektron kann dank dieser Gitterdeformation seine
Energie erniedrigen.

e Man kann die Sprungtemperatur T, aus der Debye-Temperatur 0, der anziehenden
Elektron-Gitter Wechselwirkung U und der Zustandsdichte D(Eg) an der Fermikante
abschitzen als

T, = 1.14 0 exp(-1/(U D(Eg))) oder A(0)kgT,=1.76 .

Dies bedeutet, daB bei jeder Kopplungsstirke ein Ubergang zu einem supraleitenden
Zustand stattfindet, da3 aber die Temperatur sehr niedrig sein kann.

e Die Energieliicke variiert in der Nidhe der kritischen Temperatur T, wie

A(T)/A0) = 1.74(1-T/Tg) 12 .

e Der magnetische Flul durch einen supraleitenden Ring ist quantisiert, wobei die La-
dungseinheit -2e betrigt.

9.5 Ginzburg-Landau Theorie und FluB-Quantisierung

Schon vor der London-Gleichung zeigten Ginzburg und Landau, daf3 der supraleitende
Zustand durch einen komplexen Ordnungsparameter W(r) beschrieben werden kann, der
oberhalb der kritischen Temperatur T, verschwindet. Der Absolutbetrag ['Y'(r)l dieses
Ordnungsparameters bestimmt die Dichte des supraleitenden Zustandes am Ort r. Er
entspricht im wesentlichen der Zustandsfunktion eines Cooper-Paars; die Ortsab-
hingigkeit bezieht sich auf den Massenschwerpunkt der beiden Elektronen. Da sich
samtliche Cooper-Paare im gleichen Zustand befinden geniigt eine Funktion zur Be-
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schreibung des gesamten supraleitenden Zustandes. Da die Relativkoordinate der beiden
Elektronen nicht enthalten ist kann dieser Ordnungsparameter nur Phinomene be-
schreiben, deren raumlich Variation langsamer ist als die Ausdehnung des Cooper-Paars.

Der Grundzustand des supraleitenden Zustandes ist nur abhéngig von der Relativko-
ordinate der beiden Elektronen, d.h. er ist riumlich konstant. Damit ist auch der Ord-
nungsparameter konstant. FlieBt ein Strom im Supraleiter oder wird ein externes Mag-
netfeld angelegt, so erhilt der Ordnungsparameter eine Struktur. Wird das dullere Feld
durch ein Vektorpotential A(r) beschrieben, so ergibt sich der supraleitende Strom aus
dem Ordnungsparameter mit Hilfe des Impulsoperators wie folgt:

j=-e2m [Y*{(h/i1V + 2e/c A)¥Y} + {(B/1V + 2e/c A)Y}V¥*] .

Dies ist die iibliche quantenmechanische Form fiir einen Strom, der durch Teilchen mit
Ladung 2e und Masse 2m hervorgerufen wird.

Die London-Gleichung kann daraus abgeleitet werden, wenn man die zusétzlich An-
nahme macht, dafl der Betrag des Ordnungsparameters konstant ist und nur die Phase
variiert. Da der Betrag die Dichte der supraleitenden Ordnung beschreibt entspricht diese
zusitzlich Annahme der Massenerhaltung. Mit dieser zusitzlichen Annahme reduziert
sich der Ausdruck fiir den Strom zu

j=-[2e%/mc A +eh/m V ¢] W12 |

was im wesentlichen der London-Gleichung entspricht.

Diese Form der Gleichung hat direkte Zeichnung: supraleitender Ring
Konsequenzen, die auch praktische

Anwendungen haben. Wir betrachten dafiir einen Block eines supraleitenden Materials
mit einem Loch in der Mitte. Innerhalb des Blocks soll ein Pfad um den Ring laufen. Wir
berechnen das Integral des Stromes entlang diesem Pfad, welches verschwinden muf3, da
ein Strom im supraleitenden Material nur an der Oberfliche existieren kann.

[pjdr=-192 [, [2e*/mc A + ek/m V ¢] d/=0
Aus dem Satz von Stokes erhalten wir
JpbAdr=[VxAdS=[BdS=0 ,

wobei @ den magnetischen Fluf3 durch den Ring darstellt.

Da der Ordnungsparameter eine eindeutige Funktion des Ortes ist muf3 seine Phase
entlang dem geschlossenen Weg um ein Vielfaches von 27t dndern.

Jp Vo di=Ap =27 .
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Damit erhalten wir
| @ | = nhe/2e = n @y mit @ = he/2e = 2.0679:10°1 Tm?.

Die GroBle ®@p wird als FluB-Quant bezeichnet. Wie bereits bei der Diskussion der Typ-11
Supraleiter gezeigt konnen diese auch experimentell beobachtet werden.

Ihre Beobachtung ist eine der wichtigsten |Folje: Flquuanten-Gitter K 402
Hinweise darauf, dal die Beschreibung .

mit Hilfe eines Ordnungsparameters sinnvoll ist. Jeder eingeschlossene magnetische
FluB wird von einem Dauerstrom im Supraleiter eingeschlossen.

9.6 Dauerstrome

Die verlustfreie Leitung von elektrischem Strom ist eine der Eigenschaften der Su-
praleiter, die am schwierigsten aus der mikroskopischen Theorie zu erhalten sind. Ge-
mil dem Modell freier Elektronen ist die Leitfahigkeit

c=ne?t/m .

Wenn die Relaxationszeit gegen unendlich geht geht somit auch die Leitfdhigkeit
gegen unendlich. Bei Supraleitern wird die Streuzeit sehr lang. Dies kann man auf zwei
Arten verstehen:

8 Das Auftreten einer Energieliicke fiihrt dazu dall kleine Streuenergien keine
leeren Zustinde finden.

8 Da sich die Cooper-Paare in einem Kollektiven Zustand befinden miissten alle
gleichzeitig gestreut werden; die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen kollektiven
Streuprozess geht gegen null.

Um diesen Grenziibergang besser zu verstehen ist es sinnvoll, die Leitfihigkeit im
Frequenzraum zu betrachten. Die ac-Leitfdhigkeit fiir den Fall unendlich langer
Relaxationszeiten ist

o(®m) =1ng e2/mw ,

wobei ng die Dichte der Cooper-Paare beschreibt. Diese Form erlaubt einem, die Leit-
fahigkeit als Funktion der Frequenz zu messen. Wenn wir die Grof3e
2

o Im{c(®)} = ng e“/m

gegen die | Zeichnung: Frequenzabhiingigkeit der Leitfihigkeit
Frequenz

auftragen, sollten wir eine Konstante erhalten. Durch nichtideales Verhalten kénnen
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zusitzliche Terme hinzukommen, welche eine gewisse Variation ergeben; trotzdem

bleibt fiir den Grenzwert ®w->0 ein endlicher Wert librig, im Gegensatz zum Verhalten
eines Normalleiters.

Eine explizite Demonstration, dall die Streuzeit in einem Supraleiter unendlich wird,
ist schwierig. Man kann aber ein qualitatives Argument finden: In einem Supraleiter
befinden sich alle Cooper-Paare im gleichen Zustand. Solange ein Strom flief3t ist dieser
Zustand eine gleichzeitige Schwerpunktsbewegung der Cooper-Paare. Ein Stof mit
Phononen oder mit einem Gitterfehler kann diesen Zustand nur verdndern wenn es die
Schwerpunktbewegung aller Cooper-Paare gleichzeitig verdndert. Dies bendtigt aber
eine sehr grofle Energie, so da} dieser Prozef} extrem ineffizient wird und die Streuzeit
fiir alle praktischen Belange unendlich wird.

9.7 Tunneleffekte

Trennt man zwei metallische Leiter Zeichnung: Tunneln durch Isolator
durch eine diinne isolierende Schicht,

so wirkt diese wie ein Ohm’scher Widerstand.

Trennt man aber einen Normalleiter und Folie: Tunnelkontakt. AM 736
einen Supraleiter, so flieBt bei kleinen 2

Spannungen zunichst kein Strom. Erst wenn die Spannung den Wert A/e erreicht kann
ein Strom flieBen. Dies ist eine direkte Konsequenz der Energieliicke: Die Elektronen
des Normalleiters finden im Supraleiter erst dann unbesetzte Zustinde wenn ihre Energie
durch das externe Potential iiber die Energieliicke angehoben wird.

Bei endlichen Temperaturen sind [Folje: Tunnelstrom bei T>0, K 405
auch einzelne Elektronen vorhanden,

welche einen normalen Strom flielen lassen, so dafl das Verhalten allmdhlich zum
normalleitenden Zustand iibergeht.

Bei zwei Supraleitern, die durch eine diinne Isolator-Schicht getrennt sind findet man
dementsprechend auch einen Tunnelstrom, der durch die normalleitenden Elektronen
gegeben ist. Zusitzlich findet man aber auch einen Beitrag durch tunnelnde Cooper-
Paare. Dieser Beitrag wurde von Josephson vorhergesagt und wird deshalb als
Josephson-Effekt bezeichnet. Da dieser Beitrag durch Cooper-Paare geliefert wird, ist er
verlustfrei und damit ohne Spannung iiber dem Josephson-Kontakt - dies wird als DC-
Josephson Effekt bezeichnet.

Dz} der. Kontakt' selber nicht su- Zeichnung: Josephson V/I, K 408
praleitend ist, kann dieser Effekt aber nur

bei relativ geringen Stromen auftreten. Der Strom, der durch den Kontakt fliet ist
proportional zur Phasendifferenz des Ordnungsparameters zwischen liber den Kontakt:

I=Io sin(d-01)
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Der Strom durch den Kontakt hingt auch von elektromagnetischen Feldern ab. Ein
Magnetfeld dndert den Strom wie

I = I sin(md/Dg)/(D/Dy) . Folie I(®) AM 753

Die Proportionalitdtskonstante I hédngt von der Struktur des

Ubergangs ab, aber nicht vom Magnetfeld. @ stellt den magnetischen FluB durch den
Tunnelkontakt dar.

Eine elektrisches Feld iiber dem Kontakt dndert den Strom ebenfalls. Eine konstante
Spannung V erzeugt einen oszillierenden Strom, dessen Frequenz

oy=2eV/h.

Eine Gleichspannung von V = 1 uV erzeugt eine Frequenz von 483.6 Mhz. Man kann
dies so interpretieren, daf} die Energiedifferenz, welche das Elektronenpaar beim tunneln
durch die Barriere aufgrund der Potentialdifferenz erhilt, in der Form eines emittierten
Photons abgegeben wird. Umgekehrt kann ein elektrisches Wechselfeld einen
Gleichstrom durch den Kontakt verursachen.

Wabhrscheinlich die wichtigste technische Anwendung Zeichnung: SQUID
des Josephson Effekts sind die sogenannten ,,Supercon-
ducting Quantum Interference Device®, eine kreisformige Anordnung von zwei Joseph-
son Kontakten. Der gesamte Strom durch die beiden Kontakte ist gegeben durch die
Summe der Strome durch die einzelnen Kontakte.

=1, + Iy = Ip[sin(dq - e/hc @) + sin(dg + e/hc D)] =2 I sindg cos(eD/he) .

g ist hier die intrinsische Phasendifferenz iiber dem einzelnen Josephson Kontakt und @
den magnetischen Fluf3 durch den Ring.

Diese oszillierende Abhéngigkeit vom magnetischen |Folije: Strom(B), K 411
FluB wird fiir eine empfindliche Messung der
Magnetfeldstirke verwendet. SQUIDS sind heute kommerziell erhéltlich und stellen
heute eine der wichtigsten Anwendungen der neueren Hochtemperatur-Supraleiter dar.
Sie werden neben der Phyik auch in der Medizin zur Messung von Magnetfeldern im
Gehirn verwendet.
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