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5. Freie Elektronen

Das Modell der freien Elektronen ist ein sehr einfaches Modell fiir die Beschreibung
der Valenzelektronen in Metallen. Trotz seiner extremen Vereinfachung kann es
erstaunlich viele Aspekte dieser Zustinde erkldren. Das Modell eliminiert jede Wech-
selwirkung zwischen Elektronen - mit Ausnahme des Pauli-Prinzips - und beriicksichtigt
die Wechselwirkung der Elektronen mit Atomriimpfen nur iiber ein periodisches
Potential, welches die gleiche Periode wie das Gitter aufweist.

5.1 Das klassische Drude-Modell

Die Theorie entstand kurz nach der Entdeckung des Elektrons durch J.J. Thomson
(1897). Im 19. Jhd hatte die kinetische Gastheorie eine befriedigende Erklédrung fiir viele
bekannte Effekte im Bereich der Thermodynamik geliefert. Dies mag ein Motiv gewesen
sein dafiir dass P. Drude die Elektronen in einem Metall als Gas modellierte (P. Drude,
Annalen der Physik 1, 566 und 3, 369 (1900).). Seine Annahme war, dass die dussersten
Elektronen jedes Atoms sich im Metall praktisch frei bewegen konnten. Zu diesen
Valenzelektronen gehoren die dussersten Elektronen der Atome, welche das Gitter bilden
- normalerweise ein oder zwei Elektronen. Diese Elektronen sind im gesamten Kristall
frei beweglich, wobei die positiv geladenen Atomriimpfe ein Potential bilden.

Diese Elektronen sollen sich dhnlich wie ein Zeichnung: Drude-Modell

klassisches Gas aus ungeladenen Teilchen ver-
halten. Im Vergleich zu einem echten Gas ist die Dichte allerdings um rund einen Faktor
1000 grosser: Pro Leitungselektron steht lediglich ein Volumen zur Verfiigung das etwa
einem Atomvolumen entspricht. Die positiv geladenen Atomriimpfe sind realtiv klein
und fiillen lediglich einen kleinen Teil des Raumes. Sie sind aber sehr viel schwerer als
die Elektronen und bleiben unbeweglich auf ihren Plitzen.

Wie in einem Gas beinhaltet die Bwegung der Elektronen freien Flug und Stosse.
Wihrend des freien Fluges werden die Elektronen nur durch dussere Felder beeinflusst,
nicht durch die iibrigen Elektronen oder die Kerne. Diese Annahme bezeichnet man als
die Approximation der freien (unbeeinflusst von den Kernen) und unabhéngigen (ohne
gegenseitige Wechselwirkung) Elektronen. Die Stosse werden als kurz angenommen und
die Geschwindigkeit der Elektronen nach dem Stoss ist unabhingig von der
Geschwindigkeit vor dem Stoss, sondern wird durch die Temperatur des Kristalles
bestimmt.

Auch in diesem Fall konnte die klassische Theorie nicht alle experimentell beobach-
teten Fakten erkldren. Zu den qualitativen Unterschieden zwischen den Voraussagen der
klassischen und der quantenmechanischen Theorie gehort die Berechnung der Stosse, die
ein Elektron bei der Durchquerung des Kristalls erleidet. Im klassischen Bild wiirde man
eine grosse Anzahl Stosse mit den Gitteratomen erwarten. Experimentell findet man dass
die Distanz, iiber die sich die Elektronen frei bewegen konnen von der Qualitédt des
Kristalls abhédngt, sowie von der Temperatur. Wihrend in gewohnlichen Metallen bei
Raumtemperatur (z.B. Kupferdrihte) die Elektronen nach wenigen Gitterperioden
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gestreut werden und sich deshalb insgesamt diffusionsartig bewegen kann bei tiefen
Temperaturen und guten Kristallen die mittlere freie Weglinge grosser als die
Kristalldimension werden. Elektronen breiten sich dann ballistisch, also ohne Streuung
im Kristall aus. Weitere experimentelle Befunde, die mit dem Drude-Modell nicht erklart
werden konnten waren die Temperaturabhiingigkeit der elektrischen und thermischen
Leitfahigkeit. Ausserdem sollten in einem idealen Gas die Elektronen einen Beitrag 3/2
R T zur spezifischen Wirme liefern; der experimentell beobachtete Beitrag ist umr und 2
Grossenordnungen kleiner.

5.2 Das Teilchen im Potentialtopf; periodische Randbedingungen

Um die quantenmechanischen Zustandsfunktionen der Elektronen im Kristall zu be-
stimmen rekapitulieren wir zunéchst das Problem eines Teilchens in einem eindimensio-
nalen Potentialtopf.

Das Potential verschwindet auf der Strecke [0,L] Zeichnung: Potentialtopf
und ist wundendlich hoch ausserhalb. Der

Hamiltonoperator dieses Systems beinhaltet im Bereich [0,L] lediglich die kinetische
Energie

}[=P2/2m=— mdx: .

Die Eigenfunktionen dieses Operators sind die ebenen Wellen

¥ = oder Wy =sin(kx) und cos(kx) |Folie Eigenfunktionen (sin)

und die Eigenwerte sind

Der Hamiltonoperator is nur giiltig fiir O<x<L. Wir beriicksichtigen das Potential iiber
die Randbedingung und verlangen dass ¥(0)= Y(L)=0. Damit erhalten wir als Losungen

Y,=A sin(n:n:%) und En = %l‘nf) .

Wenn sich mehrere Elektronen in diesem Potential befinden und wir deren elektro-
statische Wechselwirkung zunéchst vernachlidssigen, so kann geméss dem Ausschlies-
sungsprinzip von Pauli jeder dieser Zustinde mit zwei Elektronen mit entgegengesetztem
Spin besertzt werden. Das System ist demnach im Grundzustand wenn die niedrigsten
N/2 Zustinde mit jeweils 2 Elektronen besetzt sind.

Im dreidimensionalen Raum lautet der Hamiltonoperator fiir ein freies Elektron
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Im| gx*  dy?  dz?)

Elektronen in einem Potentialtopf mit Kantenlingen (a,b,c) haben dann die Zustinde und
Energien

2 2 7
ny Dy n3
S+t S+t

a~ b™ |

5 9 f A

h™n”

2m

Y,=A sin(%nxx) sin(%nyy) sin(%nzz) und Ep =

In Kiristallen entspricht der Potentialtopf der Randbedingung dass die Elektronen sich
innerhalb des Kristalls befinden miissen. Wir beriicksichtigen dies wiederum {iber
periodische Randbedingungen

Y(x,y,z)=¥Y(x+L,y,z) =YX, y+L,z) = ¥Y(x,y, z+L)

wobei L gross gegeniiber einer Einheitszelle sein soll. Fiir diese Randbedingungen und
den Hamiltonoperator der freien Elektronen sind die Eigenfunktionen

Wi (r) = exp(ik-t) mit k = 270L (ny, ny, ny).
Die Energie dieser Zustinde ist

Wk h*if2 .2 .2 h (2x
= T =ml.k‘ +ky +l“") - H'.,T

= 7 7 7
|nx +ny + n;) :

Der Impuls eines Elektrons in diesem Zustand ist p = kk und seine Geschwindigkeit v =
kk/m.

5.3 Fermi-Energie und Zustandsdichte

Wir untersuchen nun die Frage, welche dieser Zustinde besetzt sind.

Am absoluten Nullpunkt besetzen N Elektronen die N/2 ener- | —
getisch niedrigsten Zustinde. Da die Energie nur vom Betrag des R
Impulses abhingt bilden diese Zustinde im k-Raum eine Kugel.
Um die besetzten Zustinde zu finden bestimmen wir zunéchst die R
Zahl der Zustinde im Impulsraum. Da wir periodische Randbe-
dingungen angenommen haben ist der Impulsraum diskret, mit L

Einheitszellen der Seitenldnge 25/L. Die besetzten Zustidnde fiillen

in diesem Raum eine Kugel mit Radius kg. Das Volumen dieser Kugel betrigt kF3 47/3
und enthilt somit

N =2 (470/3) kg2 /(210L)3 = V kg2/(3r2)

5) Freie Elektronen 23. January 2019



-4 -

Zustinde mit unterschiedlichem Impuls und / oder Spin. Bei N Elektronen muss damit
der Radius der Kugel

kp = (3m2N/V)13

sein. Die entsprechende Energie betrigt

I~J

2 /3

_ b Sn-N‘l
" 2m!| V

EF

und wird als Fermi-Energie bezeichnet. Sie wird héufig auch als Fermi-Temperatur
parametrisisiert, iber

kBTF=£F-

In der Fermi Energie tritt nun die Anzahl Elektronen und das Volumen nicht mehr
unabhiingig auf, sondern sie hingt lediglich von der Dichte N/V der Elektronen ab. Die
Geschwindigkeit der Elektronen an der Fermi-Oberfliche betrigt

vp = (B/m)(32N/V) 13

Eine wichtige Grosse ist die Zustandsdichte, d.h. die Anzahl quantenmechanischer
Zustinde in einem bestimmten Volumen. Da die Elektronen gleichmissig iiber den
ganzen Raum verteilt sind ist die Zustandsdichte im gewohnlichen Raum offenbar
konstant. Im reziproken Raum (k-Raum) haben wir gesehen dass die Zustandsdichte
ebenfalls konstant ist, d.h. die Anzahl Zustinde pro Volumenelement ist konstant. Das
gilt natiirlich nicht wenn wir die Anzahl Zustinde als Funktion des Betrages des k-
Vektors betrachten. Fiir die Berechnung der Zustandsdichte bestimmen wir zunéchst die
Anzahl Zustinde deren k-Vektor kleiner als ein bestimmter Betrag ist,

Ny = 2(47/3) K3/QwL)Y = kK3 V/ (3n?) .

Daraus koénnen wir die Dichte der Zustinde berechnen in der Umgebung eines Wellen-
vektors k

dN/dk = k2 V / 72 .

Ausserdem interessiert die Zustandsdichte im Zeichnung: Zustandsdichte(k)
Energieraum. Mit & = h2k2/(2m) , Tesp. k% =

2m E/h? erhalten wir fiir die Anzahl Zustinde mit Energie kleiner als &

N(E) = 2m E)>? V / 3r?hd) .
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und daraus die Zustandsdichte im Energieraum

AN(EVAE = ddE % 2m)32 v/ 372h3) = €12 2m)3/2 v/(2r3r?) .

Die Zustandsdichte steigt also proportional Zeichnung: Zustandsdichte(E)
zur Wurzel aus der Energie; sie verschwindet

beim Nullpunkt und ist proportional zum Volumen V des Kristalls.

Wir konnen die Zustandsdichte auch als Funktion der Teilchenzahl ausdriicken:

AN(E)V/AE = (EY2 (2m)32 V/(2R372)) N(E) / [(2m E)>2 V / 312h3)] = 3N/QQE) .

Wenn wir N als die gesamte Elektronenzahl interpretieren wird £ zur Fermienergie Ep
und die Zustandsdichte an der Fermikante ist proportional zur Zahl der Elektronen und
indirekt proportional zur Fermi-Energie. Der Unterschied zwischen dieser und obiger
Formel kann auf die Abhéngigkeit der Fermi-Energie von der Anzahl Elektronen
zuriickgefiihrt werden.

5.4 Die Fermi-Dirac Verteilung

Bisher haben wir nur die Situation am Zeichnung: besetzte Zustinde
absoluten Nullpunkt betrachtet. In Wirk-

lichkeit arbeiten wir aber immer bei endlicher Temperatur und miissen deshalb ther-
mische Anregungen beriicksichtigen. Wie wir oben gesehen haben sind im Grundzustand
die N/2 niedrigsten Zustinde mit jeweils zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin
besetzt. Dieses System kann zusitzliche Energie aufnehmen wenn ein Elektron aus
einem Niveau unterhalb der Fermikante in eines oberhalb angeregt wird.

Wir - bestimmen nun die  Wahr- | Zejchnung: N-Elektronenzustand
scheinlichkeit dass ein Zustand mit

gegebener Energie € bei einer Temperatur T besetzt ist. Dabei ist es nicht moglich, die
Elektronen einzeln zu betrachten, da die Besetzung der Einelektronenzustinde aufgrund
des Pauliprinzips stark aneinander gekoppelt ist.

Die Wahrscheinlichkeit dass ein Zustand mit Energie & besetzt ist ist

PN(E) = exp(-EkpT)/Ey, exp(-E/kgT) .

Der Nenner ist bekannt aus der statistischen Thermodynamik: er ist die Zustandssumme
und kann geschrieben werden als

S, exp(-Ey/kpT) = e T/KBT = ¢-(U-TS) /kgT
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wobei F die Helmholtz'schen freie Energie des Systmes, U die innere Energie und S die
Entropie des Systems darstellt. Wir konnen deshalb die Besetzungswahrscheinlichkeit
auch schreiben als

PN(E) = exp(-E/kgT) e TABT = exp(-(£-F)/kgT) .

In der Praxis kennt man leider den N-Elektronenzustand nicht. Experimentell zu-
géinglich ist hingegen die Bestzungswahrscheinlichkeit f; fiir einen Einelektronenzustand

1 (Spin-Orbital).

Diese erhdlt man aus der |Zejchnung: Summe iiber N-El. Zustiinde
obigen  Verteilung  durch

Summation tiber alle N-Elektronenzustinde in denen der Zustand 1 besetzt ist,

fiN =g Pn(Eg™) .
Der Zustand i ist entweder besetzt oder leer sodass

N = 1- 2, PN(E)

wobei die Summe jetzt iliber diejenigen Zustinde lduft, bei denen der Zustand i nicht

besetzt ist. Wir driicken jetzt die Energie EYN des N-Elektronenzustandes mit leerem

Zustand i aus durch die Energie des entsprechenden N+1-Elektronen Zustandes in dem
der Zustand i besetzt ist.

fiN=1-2p Pn(EgN gy,
wobei ¢; die Energie des Einelektronenzustandes i darstellt.

Das Verhiltnis der Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir den N-Elektronenzustand und
den N+1 Elektronenzustand betrigt

PN(E™*-e)/PN41 (BN ) = exp(-(E™H -6-FN)/(kpT)) exp(-(Eg™ - )/(kpT))

= exp((g; - u)/(kpT)),

wobei y = FN*1 - EN das chemische Potential darstellt, d.h. die Ableitung der freien
Energie nach der Teilchenzahl. Daraus erhalten wir fiir den Summanden

PN(EN-6)) = exp((g; - 1)/(kgT)) Pryr (BN

Wir setzen dieses Resultat in die Summe ein und erhalten
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£ = 1 - exp((ei - )/(kpT)) Zp Prar (5N

Die Summe ist aber gerade die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir einen N+1-
Elektronenzustand

N =25 Py (g™
sodass
fiN =1 - exp((g; - p)/(kgT)) FN*1 .

Wir konnen diese Form vereinfachen wenn wir annehmen dass die Besetzungswahr-
scheinlichkeit sich durch die Veridnderung der Elektronendicht um ein Elektron (also

realtiv um 10723) nicht wesentlich éndert. Wir konnen dann fiN” ersetzen durch fiN und
erhalten

£N = L
1 cl!'i—uﬁ.'l\'BI—+l ’

Dies ist die Fermi-Dirac Verteilung, D.h. die Besatzungswahrscheinlichkeit fiir
Fermionen in einem Zustand der Energie €. Das +-Zeichen stellt sicher dass die Funktion
nicht grosser als 1 wird, dass also kein Zustand mehr als einmal besetzt werden kann. Die
Bose-Einstein Statistik unterscheidet sich durch ein Minus an dieser Stelle. In diesem
Fall kann die Besetzungswahrscheinlichkeit sehr gross werden. Bei tiefen Temperaturen
kondensieren Bosonen deshalb alle in den Grundzustand. Solche Phidnomene sind fiir
kollektive Quantenphinomene verantwortlich, wie z.B. Supraleitung, Suprafluiditit oder
Bose-Einstein Kondensation.

Da die Fermi-Temperatur sehr viel hoher ist als die Raumtemperatur und fiir niedrige
Temperaturen p ~ kgTF gilt meistens T « pkg. Wir betrachten die folgenden Grenzfille:

a) g; -> 0: Die Exponentialfunktion geht gegen null und fiN > 1.

b) g; » u: Die Exponentialfunktion wird gross gegen 1 und fiN -> exp(-(gj-p)/kgT). In
diesem Bereich ndhert sich die Fermi-Dirac Verteilung der Boltzmann-Verteilung an.
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Bei der Temperatur OK beschreibt sie
einen abrupten Ubergang von der 1 nach 0
an der Fermikante. Bei hoheren Tempera-
turen wird Population aus der Néhe der
Fermikante in energetisch hohere Zustinde
verschoben. Die Breite dieses Ubergangs-
bereiches ist von der Grossenordnung kgT.

Das Zentrum des Ubergang wird durch das
chemische Potential u bestimmt, welches
am absoluten Nullpunkt der Fermienergie entspricht. Im Gegensatz dazu ist das che-
mische Potential aber temperaturabhéngig. Wir berechnen diese Abhéngigkeit indem wir
aus der Besetzungswahrscheinlichkeit die gesamte Elektronenzahl berechnen:

|
1 elEi ~u) 'kgT

N=3%fi=%

1

Wenn wir die gesamte Elektronenzahl als gegeben betrachten konnen wir aus dieser
Gleichung das chemische Potential bestimmen.

u(T) = g (1 - Tf_lTlJ +.)

Fiir Temperaturen die nicht allzu hoch sind ist aber die Fermi-Energie eine gute
Néherung. Nicht allzu hoch bezieht sich auf die Fermi-Temperatur Ty = ep/kg, welche
bei mehreren 10000 Grad liegt (siehe Tabelle).Der Korrekturterm betrdgt deshalb bei

Raumtemperatur rund 104,

5.5 Die thermische Energie des Elektronengases

Gemiss der klassischen Drude-Theorie sollte die kinetische Energie der Elektronen
wie bei Gas-Teilchen 3/2 N kgT sein. Experimentell beobachtet man aber bei Raumtem-

peratur einen Wert der wesentlich niedriger ist, von der Grdssenordnung 1% des
klassischen Wertes. Erst die Fermi-Dirac Verteilung 16ste dieses Problem: Wihrend in
einem klassischen Gas eine Temperaturerhohung um AT die Energie jedes Teilchens um
kgT erhoht werden bei der Fermi-Dirac Statistik nur die Elektronen in einem Bereich
von kgT um die Fermi-Energie betroffen - also nur ein Bruchteil von T/Tfg aller
Elektronen. Wie aus der Tabelle hervorgeht liegt dieser Faktor gerade bei ca 1%. Die
gleiche Uberlegung sagt auch voraus dass die spezifische Wirme proportional zur
Temperatur abnehmen sollte. Der Grund liegt darin, dass die meisten Elektronen keine
Energie aufnehmen konnen: alle benachbarten Orbitale sind besetzt, sodass sie ihren
Zustand nicht wechseln konnen.

Die Rechnung ldsst sich in der Tieftemperatur-Ndherung T « Tk auch leicht etwas
exakter durchfiihren. Die innere Energie U des Systems betréagt
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U = fy . de € D(e) f(¢) ,

wobei D(g) die Zustandsdichte und f(¢) die Besetzungswahrscheinlichkeit bezeichnen.
Die thermische Energie des Elektronengases bei der Temperatur T betridgt demnach

AU = U(T) - U(0) = Jy o de € D(e) f(¢) - b,gF de € D(¢)
= (0, e + Jep.00) de € D(e) f(€) - Jo g de € D(e)
= b, gp de € D(e) (f(e)-1) + st,oo de ¢ D(¢) f(¢) .
Das erste Integral beinhaltet die Energie, welche benétigt wird um die Elektronen aus

den Zusténden unterhalb der Fermikante zu entfernen, das zweite Integral die Energie der
Elektronen oberhalb der Fermikante.

Die Anzahl Elektronen muss dabei konstant bleiben

N = N(T) = N(0) = y » de D(g) f(¢) = ﬁ),gF de D(e) .
Wir multiplizieren diese Identitit mit der Fermienergie ¢ und erhalten

(.b, EF + st,OO) de er D(¢) f(e) = Ji),sF de ep D(e) .

Wir addieren die rechte Seite zur thermischen Energie und subtrahieren die linke Seite
und erhalten

AU = [ g de [e D(e) (f(e)-1) + e D(e)-epD()f(e)] + [ 00 de [eD(e)f(e)—€F D(e)f(e)]

= e d& (e-ep)D(E)(f(e)-1) + fep o0 de (e-ep)D(e)f(e) ,

was nichts anderes als eine Verschiebung des Energie- Zeichnung: Beitréige
nullpunktes entspricht. Das erste Integral bezeichnet die
Energie, welche bendtigt wird, um die Elektronen aus einem besetzten Zustand an die
Fermikante anzuheben, das zweite die Energie, welche zusitzlich hineingesteckt werden
muss, um sie von der Fermikante in einen leeren Zustand oberhalb zu bringen. Beide
Beitrige zur Energie sind positiv.

5.6 Die spezifische Wirme des Elektronengases

Wir suchen nun die spezifische Wirme, also die Anderung der inneren Energie pro
Temperaturdnderung. Der einzige Term in der obigen Gleichung der sich mit der

Temperatur dndert ist die Besetzungswahrscheinlichkeit f(g). Wir erhalten deshalb
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Ce) = d/dT AU = fy « de (e-ep)D(¢) df(e)/dT .

Da sich die Besetzungswahrscheinlichkeit nur in der Ndhe der Fermikante wesentlich
dndert verschwindet der Integrand fiir Energien weit von der Fermienergie. Wir konnen
deshalb die Zustandsdichte in guter Nédherung als konstant betrachten und aus dem
Integral herausziehen.

Fiir die Berechnung der Anderung der Besetzungswahrscheinlichkeit approximieren
wir das chemische Potential durch die Fermienergie. Dies ist eine gute Niherung bei
niedrigen Temperaturen.

|
- cll' ~EF ) kBT

1
Die Anderung ergibt
CI<l' ~EE) 'k BT

g
df/d(kgT) = =
b (kgT)~ (e

| £ <E l:l."l\'BT + l): :

Wir benutzen die Abkiirzung x = (e-¢g)/kgT und erhalten
2 2 e’ 2 2
Ce1 =kp“T D(ep) .[eF/kBT,OO dx x~ ﬁ = kg“T D(eg) /3 ,
€ + 1)

wobei fiir die (nichttriviale) Integration die untere Integrationsgrenze auf - gesetzt
wurde,also die Naherung T klein gegen die Fermitemperatur angenommen wurde. Die
Zustandsdichte an der Fermikante hatten wir zu

D(Eg) = 3N/(2ER) = 3N/(2 kgTF)
bestimmt, sodass
Coy= 1 2
el =5 T kBNT/TF.

Wenn die Temperatur sowohl unterhalb der Fermi Temperatur wie auch unterhalb der
Debye-Temperatur liegt erwarten wir demnach eine Temperaturabhéngigkeit der Form

C =T + AT> oder C/T=y+AT?,

Dies stellt man gerne in |Zejchnung: Beitriige Phononen / Elektronen
dieser form dar: das

Verhiltnis C/T wird gegen das Quadrat der absoluten Temperatur aufgetragen. Der
Achsenabschnitt ergibt dann gerade den Beitrag der Elektronen, die Steigung den Beitrag
der Phononen.
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Der elektronische Beitrag sollte also |Folie Temperaturabhﬁngigkeit (C/T)
fir sehr tiefe  Temperaturen

dominieren. In der Figur ist dies fiir Kalium gezeigt.

Ein Vergleich der gemessenen und | Folje Periodensystem (exp./theor.)
berechneten Wiarmekapazitit zeigt, dass

die beobachteten Werte in der richtigen Grossenordnung liegen, aber nicht quantitativ
exakt sind. Man beschreibt den Unterschied gerne iiber eine Anderung der effektiven
Elektronenmasse. Der Unterschied kann qualitativ darauf zuriickgefiihrt werden dass die
Elektronen nicht wirklich frei und unabhéngig sind.

Zeichnung: Orbitaliiberlapp und Potential bei Actiniden

Einige intermetallische Verbindungen von seltenen Erden und Actiniden (also
Elementen mit f-Elektronen) zeigen bei niedrigen Temperaturen extrem hohe
Wirmekapazititen, welche einer effektiven Elektronemasse von rund 1000 m
entsprechen. Diese Verbindungen werden als schwere Fermionen bezeichnet und bilden
eine spezielle Klasse von Supraleitern, die "exotischen Supraleiter".

5.7 Elektrische Leitfidhigkeit

Werden dussere Felder an ein Metall angelegt so bewirken diese auf das Elektron eine
zusitzliche Kraft

F=mdv/dt=hdk/dt=-e[E + vxB].

Die Elektronen werden also gleichmissig beschleunigt. Fiir ein verschwindendes magne-
tisches Feld erhalten wir

k(t) - k(0)=-eEt/h .

In Wirklichkeit dauert die Beschleunigung nicht beliebig lange, sondern nur bis die
Elektronen einen Stoss ausfithren. Bei einem Stoss wird kinetische Energie vom Elektron
auf das Gitter iibertragen, sodass die Geschwindigkeit des Elektrons thermalisiert wird.

Wenn die Thermalisierung im Mittel eine Zeit t beansprucht erreichen die Elektronen im
Mittel einen Impuls, der sich um

Sk = -eE t/h

vom thermischen Gleichgewicht unterscheidet.

Die Fermi-Kugel im k-Raum wird somit um diesen Zeichnung: Fermi-Kugel
Betrag gegeniiber dem Ursprung verschoben.

Da die Geschwindigkeit der Elektronen direkt proportional zum k-Vektor ist
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v = h-k/m = - eEtau/m

konnen wir daraus den Strom berechnen:
j=n(e)Vv=netE/m,

wobei n die Anzahl Leitungselektronen pro Volumeneinheit darstellt. Der Strom ist
somit proportional zur Feldstirke, wie im Ohmschen Gesetz. Die Proportionalitits-
konstante ist demnach die spezifische elektrische Leitfahigkeit

c=ne?t/m ;[o]=m/Q .

Dieses Resultat ist identisch mit der Voraussage des klassischen Modells. In sehr
sauberen Metallen kann bei tiefen Temperaturen eine freie Weglidnge von bis zu 10 cm
erreicht werden. Die Elektronen, welche zur Leitfdhigkeit beitragen sind gerade die
thermisch angeregten Elektronen an der Fermi-Oberfldche. Thre Geschwindigkeit ist
proportional zur Streuzeit und kann unter diesen extremen Bedingungen mehrere % der
Lichtgeschwindigkeit erreichen.

Man kann zwei wichtige Beitrdge zur Streuung von Ladungstridgern unterscheiden, die
Streuung an Phononen und die Streuung an Gitterfehlern, also Fehlstellen und
Verunreinigungen. Die beiden Prozesse tragen additiv zum spzifischen Widerstand bei,

P=PL*Pi

wobei py, den Beitrag der Phononen beschreibt und p; den Beitrag der Gitterfehler. Diese
Aufteilung des spezifischen Widerstandes wird als Matthiesen-Regel bezeichnet.

Da die Phononen bei tiefen |Folie: Widerstand bei tiefer Temperatur
Temperaturen  verschwinden

bleibt dann nur noch der Beitrag der Kristallfehler zuriick. Dieser Beitrag ist je nach
Probe unterschiedlich. Uber eine Messung dieses Beitrages zum spezifischen Widerstand
kann man die Konzentration von Verunreinigungen benutzen.

Bei hoheren Temperaturen treten auch ,,dynamische Kristallfehler auf, ndmlich
Phononen. Bei dieser thermisch aktivierten Streuung tragen, wie bei der Phonon-Phonon
Streuung, vor allem Umklapp-Prozesse zum elektrischen Widerstand bei, also
Streuprozesse, bei denen der Elektronenimpuls sich um einen Phononenimpuls plus
einen Vektor des reziproken Gitters dndert. Solche Prozesse sind besonders effizient, da
sie eine grosse Anderung des Elektronenimpuls ergeben.

Falls die Fermi-Kugel vollstandig innerhalb der |Folie Umklapp-Prozesse
ersten Brillouin-Zone liegt, konnen solche Um-

klappprozesse nur dann stattfinden wenn der Phononenimpuls einen minimalen Wert
iberschreitet. Fiir eine sphérische Fermikugel mit einem Valenzelektron pro Atom und
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bee-Gitter betridgt dieser Impuls qg = 0.267 kg. Bei tiefen Temperaturen nimmt die

Anzahl dieser Phononen mit e'e/T

Kalium z.B. bei 23K.

ab. Die charakteristische Temperatur 0 liegt fiir

5.8 Der Hall-Effekt

In einem Magnetfeld muss in der Bewegungsgleichung auch die Lorentzkraft beriick-
sichtigt werden:

F =-[E + vxB].

Wir suchen nun die stationdre Verschiebung 5k der Fermikugel aus der
Bewegungsgleichung fiir den Impuls

hdk/dt=-e[E + vxB]-8k/t=0,

wobei T die Thermalisierungszeit (durch Stosse) des Impulses darstellt. Wir betrachten
den Fall wo ein Magnetfeld parallel zur z-Achse angelegt ist. Dann wird

VxB = (Vy Bz, - vx Bz, 0)
und die Bewegungsgleichungen fiir die drei Geschwindigkeitskomponenten werden
m(d/dt + 1/1) vk = -e(Ex+B vy)
m(d/dt + 1/1) vy = -e(Ey-B vy)
m(d/dt + 1/1) v, = -eE,
Daraus konnen wir die stationidren Geschwindigkeiten bestimmen:
vy =(-et/m) Ex - 0c T vy
Vy=(—er/m)Ey+oachX
v,=(-et/m)E,

wobei o, = eB/m die Zyklotronfrequenz darstellt.

Wir betrachten nun den Fall dass ein Strom Folie Messung des Hall-Effekt
entlang der x-Achse, also senkrecht zu einem

Magnetfeld fliesst, d.h. wir setzen vy = v, = 0. Aus der obigen Gleichung sehen wir, dass

der Strom in x-Richtung durch das Magnetfeld in y-Richtung abgelenkt wird. Wir
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konnen somit nur dann eine verschwindende Bewegung in x-Richtung erhalten wenn
diese Lorentz-Kraft durch eine entgegengerichtete Coulomb-Kraft, d.h. durch ein
elektrisches Feld kompensiert wird. Geméiss obiger Gleichung bedingt dies fiir den
stationdren Fall dass

Ey=ocvym/e und vy=(-et/m)Ey
oder
Ey=-t0.Ex=-ExteB/m.

Es entsteht also eine Spannung, welche senkrecht auf der Richtung des Stroms und dem
magnetischen Feld liegt.

Diese Spannung ist iiber die Hall-Konstante
Ry = Ey/ (x B)

an die Stromdichte j; und die Magnetfeldstirke B gekoppelt. In unserem Fall konnen

wir die Stromdichte durch das Produkt aus Driftgeschwindigkeit und Ladung ausdriicken
und erhalten

jx=—envx=(nezr/m)Ex,

wobei n die Ladungstriagerdichte darstellt. Mit der obigen Beziehung zwischen Ey und
Ey erhalten wir

Ryg=-1/(ne).

Je niedriger die Dichte der Ladungstriger desto grosser |Folie Hall-Konstanten
ist also die Hall-Konstante. Dies kann man qualitativ
leicht so verstehen dass der gleiche Strom bei niedriger Ladungstrigerdichte nur durch
eine hohere Geschwindigkeit und damit durch eine hohere Lorentz-Kraft erreicht wird.
Die Messung der Hall-Konstante dient deshalb zur experimentellen Bestimmung der
Ladungstrigerkonzentration.

Die Hall Konstante hat auch das gleiche Vorzeichen wie die Ladung der beweglichen
Teilchen (welche wir hier als -e angenommen haben). Sie kann somit auch Auskunft
geben liber das Vorzeichen der Ladung der Ladungstriger. Wir haben hier angenommen,
dass es sich um Elektronen, also negative Teilchen, handelt, und erhalten wie gezeigt
eine negative Konstante. Wenn es sich um Locher, also positive Ladungstriger handelt,
so wird auch die Konstante positiv. Diese Art der Leitung werden wir spiter diskutieren.
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5.9 Wirmeleitung in Metallen

Wie in Kapitel 4 gehen wir aus vom Ausdruck K = 1/3 C v [fiir die Wirmeleitung K
eines idealen Gases mit Wirmekapazitit C pro Volumeneinheit, Geschwindigkeit v und
mittlerer freier Wegldnge /. Wir benutzen

Cel = % 3'52 kB n T/TF

fiir die spezifische Wirme und setzen fiir die Geschwindigkeit die Fermi-Geschwindig-
keit vg und fiir die mittlere freie Wegldnge entsprechend [ = vg t. Damit wird die
Wirmeleitfahigkeit

K=1/3 l kg n T/TEVE VET .
Wir schreiben die Fermi-Geschwindigkeit vg als Funktion der Fermi-Energie
vpZ =2 ep/m = 2 kg Tp/m .
Damit wird die Warmeleitfahigkeit

K =2 kgZn T t/(3 m).

Die Wirmeleitfidhigkeit sollte also Zeichnung: Temperaturabhﬁngigkeit
proportional zur Temperatur und

zur mittleren Stosszeit T sein sein. Diese ist stark temperaturabhingig und diese
Abhingigkeit iiberwiegt bei Temperaturen iiber 20K. Die Wirmeleitfdhigkeit enthilt,
wie im Kapitel 4 gezeigt, ausserdem Beitrdge der Phononen. Im allgemeinen iiberwiegt
der Beitrag der Elektronen, insbesondere in "guten" Metallen. Metalle sind deshalb
bessere Wiarmeleiter als ionische Kristalle. In verunreinigten Metallen und ungeordneten
Legierungen nimmt der elektronische Beitrag zur Wirmeleitung stark ab, wéhrend der
Beitrag der Phononen relativ konstant bleibt und deshalb vergleichbar und in Isolatoren
dominant werden kann.

In —diesem ~Beispiel geht die |Folje; Wiirmeleitfihigkeit von Kupfer
Wirmeleitfihigkeit von Kupfer

durch ein Maximum, wie wir es fiir den Fall freier Elektronen erwarten. Das Verhalten
ist somit qualitativ @hnlich wie bei der Wirmeleitung durch Phononen, doch sinkt die

Wirmeleitfidhigkeit bei tiefen Temperaturen nicht mit T3 ,sondern mit T ab.

Man kann diese thermische Warmeleitfahigkeit mit der elektrischen Leitfdhigkeit

c=ne?t/m
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vergleichen. Man sieht aus der obigen Behandlung dass sie die gleiche Tendenz zeigen

sollten: Beide sind proportional zur Ladungstriagerdichte n und zur mittleren Stosszeit t.
Das Verhiltnis zwischen den beiden Werten,

K/c = i kg2 T/(3 e?)

sollte direkt proportional zur Temperatur T sein. Dies ist auch experimentell gefunden
worden und wird als Wiedemann-Franz Gesetz bezeichnet. Das Verhiltnis

L=K/(oT)=n?kg?(3e2)=245-108 WQ/K?.

ist unabhdngig vom Material und wird als Lorenz-Zahl |Fglje experimentelle L
bezeichnet. Die experimentell ermittelten Werte fiir

23<L <26

stimmen recht gut mit diesem theoretischen Wert iiberein, was als Bestitigung des
Modells des freien Elektronengases betrachtet werden kann. Das theoretische Resultat
hiingt allerdings davon ab dass die Stosszeit t fiir die beiden Prozesse die gleiche sein
soll. Dies ist allerdings nicht zwingend der Fall. Bei tiefen Temperaturen findet man
deshalb eine Abweichung vom Wiedemann-Franz Gesetz.
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