Prof. Dieter Suter Festkorperphysik WS 95/96

4. Gitterschwingungen und Phononen

4.1 Die eindimensionale Kette

Das Gitter eines Festkorpers ist dadurch definiert dass die Atome sich an der Stelle
befinden, welche die Gesamtenergie der Anordnung minimiert. Dies ist deshalb die
Position, die sie - abgesehen von der Nullpunktsbewegung - am absoluten Nullpunkt
einnehmen. Bei endlichen Temperaturen hingegen konnen sie aus dieser Position
ausgelenkt sein und damit eine hohere Energie besitzen. Die riicktreibende Kraft des
Potentials fiihrt dann zu einer Oszillationsbewegung.

Wir entwickeln das Potential eines einzelnen Atoms in der Zeichnung

Umgebung seiner Ruhelage als
U=Up+U;x+Upx2+ ...,

wobei x die Auslenkung aus der Ruhelage x( bezeichnet. Die Ruhelage ist aber gerade
dadurch definiert dass der lineare Term verschwindet, sodass gilt Uy = 0. Die Kraft,
welche auf das Atom wirkt ist demnach

F=-dU/dx =-2 Uj x.

Diese Form entspricht dem Hooke'schen Gesetz.

Als einfachstes a
Modell fiir die -~
Bewegung von Atomen WJW\J—OJW\J—OJ\N\/—Q
in einem  Festkorper — —
betrachten wir zunichst Xg Xg+1
die eindimensionale

Kette. Die darin enthaltenen Atome seien iiber Federn aneinander gekoppelt. Wichtig ist
nun aber, dass in der Kette die Kraft, die auf eine Atom wirkt, nicht nur von seiner
eigenen Position, sondern auch von der seiner Nachbaratome abhingt. Fiir eine
einatomige Basis gilt

M X =C(Xg41 + Xg-1 -2 Xg)

wobei C die Kraftkonstante und M die atomare Masse beschreibt.

Da ein Atom mehrere nichste Nachbarn besitzt wirkt die Auslenkung eines Atoms aus
der Ruhelage immer auch auf mehrere andere Atome. Dies fiihrt dazu dass die
Auslenkung nicht auf einem Atom lokalisiert bleiben kann. Wir suchen jetzt die Eigen-
funktionen dieser Bewegungsgleichungen, also diejenigen Losungen dieser Bewegungs-
gleichung, die eine harmonische Zeitabhédngigkeit aufweisen. Wir machen den Ansatz
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X = Xgexp(iksa)exp(-iot), Zeichnung

also eine harmonische ebene Welle. Durch Einsetzen in die
Bewegungsgleichung erhalten wir

-M ©2 x4 = C(exp(i k a) + exp(-i k a) - 2) Xq .

Wir dividieren durch - M xg und ersetzen die Exponentialfunktionen durch die trigono-
metrischen und erhalten

w? = 2(C/M)(1-cos(k a)) = 4(C/M) sin?(ka/2)

o= 2]’&1 \sin(k—;)

Jedes Wertepaar (k,») charakterisiert eine Gitterschwingung. Innerhalb der harmonisch-
en Niherung sind diese Schwingungen unabhingig voneinander. In einem unendlichen
Kristall sind diese Werte kontinuierlich. In einem endlichen Kristall gibt es 3N diskrete
Moden, wobei N die Anzahl der Einheitszellen des Kristalls darstellt.

Daraus erhalten wir

Die Beziehung zwischen k |o}
und o, welche als Dispersionsre-
lation bezeichnet wird, ist in der
nebenstehenden  Figur einge-

zeichnet. Fiir kleine Wellenvek- | k
toren, also grosse Wellenldngen | -va 0 n/a 2n/a
geht die Frequenz gegen Null.
Hier gilt:
~ 1S
o= M kal .

Die Atome schwingen hier praktisch in Phase. Anders sieht es beim Wellenvektor k =
m/a aus. Hier sind benachbarte Atome gerade in Gegenphase. Wenn wir zu noch
grosseren Wellenvektoren, also kiirzeren Wellenldngen gehen, so wird die
Auslenkungsdifferenz zwischen benachbarten Atomen wieder kleiner. Dies dussert sich
auch in der Frequenz, wie man in der Dispersionsrelation erkennen kann. Offenbar ist die
Frequenzabhédngigkeit periodisch in k, mit Periode 2m/a. Dies ist eine direkte
Konsequenz des periodischen Gitters: Es ist physikalisch nicht moglich, Schwingungen
zu unterscheiden, deren Wellenvektor sich um 27/a unterscheidet. Anders ausgedriickt:
die Position zweier Atome ist identisch wenn ihre Phasendifferenz 7/2 oder 5v/2 ist.

Physikalisch von Bedeutung ist |Folie Wellen / Sampling Theorem
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deshalb nur der Bereich zwischen -mw/2a < k < 7/2a. Bei der Einfiihrung des reziproken
Gitters haben wir den Bereich -m/2a < k < mw/a als die erste Brillouin-Zone kennengelernt.

Wir bestimmen die Gruppengeschwindigkeit als die Ableitung

I&; (‘O.\‘(%* .

vg =do/dk=a

Fiir sehr kleine Wellenvektoren, d.h. sehr grosse Wellenlidngen geht die Frequenz linear
gegen null. In diesem Bereich ist die Gruppengeschwindigkeit offenbar konstant. In
diesem Bereich ist die Wellenlinge sehr viel grosser als die Gitterkonstante, sodass die
diskrete Natur des Gitters hier keine Rolle spielt. Wir konnen die Schwingungen der
Kristalle in diesem Bereich deshalb auch gut mit Hilfe eines kontinuierlichen Modells
beschreiben. In diesem Bereich gibt es keine Dispersion, d.h. die Phasengeschwindigkeit
und die Gruppengeschwindigkeit sind gleich.

Dies ist der Bereich der akustischen Wellen. Typische Schallgeschwindigkeiten in
Festkorpern liegen bei vg = 4000 m/sec. Mit einer typischen Einheitszellen-Grosse von
21010 m wird die Wellenlidnge Ayin = 41019 m. Damit erhalten wir eine maximale
Schwingungsfrequenz vyfax = VG/AMin = 1013 Hz.

An den Grenzen der ersten Brillouin-Zone hingegen, bei k=m/a, geht die Gruppen-
geschwindigkeit gegen null, d.h. es wird keine Energie mehr transportiert. Dies lédsst sich

leicht verstehen wenn wir beriicksichtigen dass an diesem Punkt die Bragg-Bedingung
erfiillt ist: In der allgemeinen Beziehung

2dsinO=nA

setzen wir d=a, n=1, 0=mn/2 und erhalten

2a=A=2mwk oder k = n/a

Das bedeutet dass die einfallende Welle am Gitter sehr effizient reflektiert wird. Die
einfallende Welle und die reflektierte Welle bilden zusammen eine stehende Welle bei

der die um eine Elementarzelle getrennten Atome jeweils um 180° ausser Phase sind.

Die hier betrachtete Bewegung entlang der Kette ist nicht die einzige Moglichkeit.
Zusiatzlich gibt es die Moglichkeit dass die Atome senkrecht zur Kette ausgelenkt
werden. Da ein Atom drei Freiheitsgrade besitzt gibt es pro Atom 3 Arten von
Gitterschwingungen, nidmlich ein in Richtung der Kette und zwei senkrecht dazu. Die
bisher behandelte wird als longitudinal bezeichnet, die andern beiden als transversal.

Gitterschwingungen 23. January 2019
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4.2 Kontinuumsmechanik: Spannung und Dehnung

Fir —den  Ubergang ~zu |Fglje; Dehnung, Scherung, Kompression
dreidimensionalen Korpern

betrachten wir zunichst die klassische Kontinuumsmechanik. Man beschreibt die
Veridnderung eines Volumenelementes unter dem Einfluss dusserer Krifte mit Hilfe der
drei Grossen Dehnung, Scherung und Kompression. Jede dieser Veridnderung kann als
das Resultat einer dusseren Kraft dargestellt werden. Bei der Dehnung ist dies die
Spannung

op = Fp/A ,

also die Normalkraft pro Fldcheneinheit. Bei der Scherung ist die entsprechende Grosse
die Scherspannung

og=Fg/A

also die parallele Kraft pro Flidcheneinheit. Die Kompression ist das Resultat eines
isotropen Drucks.

Fiir kleine Auslenkungen gilt auch in Festkorpern eine verallgemeinerte Version des
Hooke'schen Gesetzes

op=CAl/l
fiir die Dehnung, mit C dem Elastizitdtsmodul. Fiir die Scherung gilt analog
os=GAx /[

und fiir die Kompression

p=-BAV/V.

In allen drei Fillen ist also die Reaktion des Korpers linear im dusseren Feld.

Dies ist allgemein der |7 ejchnung elastischer / plastischer Bereich
Fall in der Ni&he des

Gleichgewichts, da dies der erste Term in der Taylorreihe darstellt. Fiir grossere
Auslenkungen wird die Reaktion nichtlinear; dies entspricht auf der Stufe der Gitter-
schwingungen dem Auftreten anharmonischer Effekte: in beiden Féllen spielen die
Terme der Ordnung >2 in der Taylorreihe des Potentials eine Rolle. Die Reaktion des
Korpers bleibt zuniéchst elastisch, d.h. der Korper geht nach Abklingen der dusseren
Einwirkungen in den urspriinglichen Zustand zuriick, aber fiir noch stirkere Krifte folgt
eine plastische Reaktion, also eine irreversible Verformung. Auf mirkoskopischer Ebene
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entsprechen elastische Verformungen einer entsprechenden Verformung auf atomarer
Ebene, wihrend bei plastischen Verformungen Bindungen gebrochen werden.

Fiir das Verstindnis der Gitterschwingungen konnen wir uns auf den elastischen
Bereich beschrinken. Um eine allgemeine Verformung zu beschreiben muss man jedem
Punkt P des Korpers in seiner Ruhelage einen Punkt P' des deformierten Korpers
zuordnen. Der Vektor u = (&, n, §), der diese Translation beschreibt héiingt selber von der
Position im Raum ab. Es ist sinnvoll, ihn in verschiedene Komponenten aufzuteilen. Seit
Helmholtz benutzt man dafiir eine Verschiebung (Translation), eine Rotation, und drei
orthogonale Dehnungen. Wir interessieren uns hier nur fiir die letztere Komponente. Sie
wird durch den Dehnungs- oder Verzerrungstensor €

| |
Cxx  FCxyv FCxz
; — L =] =] l”l
=%y Yy itz
1 | )
._7".\'7. Tew Cuz

beschrieben. Dies ist ein symmetrischer Tensor mit 6 unabhéngigen Elementen. Die
Diagonalelemente

exx = d&/dx; eyy = dn/dy; e,, =dl/dz

beschreiben wie die Verschiebung parallel zur entsprechenden Koordinate entlang der
Ache zunimmt. Die Ausserdiagonalelemente

exy = eyx = d&/dy + dn/dx; ey, =e,y=dn/dz +dCl/dy; ey, = e, =dE/dz + dC/dx

beschreiben die Zunahme der Verschiebung parallel zu einer Richtung senkrecht zur
Verschiebung. Die Faktoren % werden z.T. auch in die Definition der Tensorelemente

einbezogen. Der zugehorige antisymmetrische Tensor beschreibt eine Rotation.

Mit Hilfe dieses Tensors kann der Dehnungsanteil der Verformung im linearen
Bereich geschrieben werden als

u(r)y=¢e-r

Wie bei jedem symmetrischen Tensor zweiter Stufe existiert ein ausgezeichnetes
Koordinatensystem in dem dieser Tensor diagonal wird. Die Diagonalelemente in dieser
Form geben gerade die Dehnung in Achsenrichtung an. Ein Punkt, der auf einer der
Hauptachsen liegt, bleibt also auch unter der Dehnung auf dieser Achse. Dies bedeutet
insbesondere, dass in diesem Koordinatensystem keine Scherdehnung auftritt; diese wird
durch die Ausserdiagonalelemente beschrieben. Die Beschreibung einer Verformung als
Dehnung oder Scherung ist somit abhéngig vom Koordinatensystem. Die Spur dieses
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Tensors, also die Summe der Diagonalelemente beschreibt gerade die relative Volumen-
dnderung. Allgemein ist die Spur unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems, wie
es fiir eine Volumeninderung sein sollte. Der Tensor selber ist natiirlich auch vom Ort
abhéngig, stellt also ein Tensorfeld dar.

Neben dem Dehnungs-, resp. Verzerrungstensor bendtigen wir eine weitere wichtige
Grosse, den Spannungstensor 0. Wie oben gezeigt konnen in jeder Achsenrichtung eine
Zug- und zwei Scherspannungen existieren. Insgesamt erhalten wir damit die 9 Kompo-
nenten eines Tensors zweiter Stufe. Aus der Bedingung dass der Korper statisch sein soll
ergeben sich drei Symmetriebedingungen, némlich dass oxy = Gyx. Die 6 verbleibenden

Elemente bilden einen symmetrischen Tensor

Oxz Oyz Oz

Die Spur dieses Tensors gibt wiederum den isotropen Anteil der dusseren Kraft an, also
den hydrostatischen Druck.

4.3 Wellenausbreitung in einem anisotropen Kontinuum

Die Erweiterung des Hooke’schen Gesetzes auf drei Dimensionen ergibt nun eine
lineare Beziehung zwischen dem Spannungs- und dem Dehnungstensor. Sie wird
geschrieben als

-

oa=C ¢ ,

wobei das verallgemeinerte Elastizitdtsmodul C einen Tensor vierter Stufe darstellt. Die
82 Elemente eines Tensors vierter Stufe werden aber durch Symmetriebeziehungen stark
reduziert. So enthalten ja die Tensoren ¢ und € nur je 6 Elemente.

Ausserd;m ist C selbst ein"sylpmetrischer Tensor, wodyrch Folie Cy.(kubisch)
die maximale Anzahl unabhingiger Elemente auf 21 absinkt.
Man schreibt diese Elemente iiblicherweise in der Basis der 6 unabhingigen Elemente
der Tensoren zweiter Stufe, hier am Beispiel des Elastizititstensors fiir einen kubischen
Kristall.

In einem Kristall mit Symmetrie sinkt die Zahl |Fglje Kristallsysteme
unabhingiger Elemente weiter, bis auf ein Minimum von
3 in einem kubischen System, resp. 2 im isotropen Fall.

Der elastische Tensor bestimmt nun die Wellenausbreitung im Festkorper. Er ersetzt die
skalare Kraftkonstante der 1-dimensionalen Bewegungsgleichung.

Gitterschwingungen 23. January 2019
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Dies ist die Bewegungsgleichung fiir den Fall dass |Folie Bewegungsgleichung
in einem kubischen Kristall eine Kraft in x-

Richtung wirkt. Eine Losung dafiir erhalten wir durch den Ansatz einer ebenen Welle

&1 =&o exp(itkx - Qpt)),

also einer Longitudinalwelle in x-Richtung. Fiir die Geschwindigkeit dieser Welle erhélt
man

ve=(Cpi/p)2,
also das analoge zur eindimensionalen Welle: die Geschwindigkeit ist jetzt gleich der

Wurzel aus dem Quotienten von Elastizititsmodul und Dichte. Fiir den Fall einer
Transversalwelle in y-Richtung wird die Geschwindigkeit zu

ve=(Caa/p) 2.

Hier iibernimmt also anstelle des Elements C; dasjenige Element des Elastizitédtstensors

die Funktion der Kraftkonstanten, welche die Ausserdiagonalelemente von Dehnungs-
und Spannungstensor miteinander koppelt. Dies ist eine direkte Konsequenz davon dass
eine Transversalwelle Scherspannungen erzeugt, wihrend bei einer reinen Longitudinal-
welle nur Schubspannungen auftreten.

Fir jeden Wellenvektoren exisiteren drei linear unabhingige Polarisa- |Folie L/T
tionen. Im allgemeinen sind die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der drei
Polarisationen unterschiedlich, wie in diesem Fall einer Welle in Richtung (110).

Diese Behandlung der Schbwingungen mit Hilfe der Kon- |Folie Netzebenen
tinuumsmechanik ist moglich solange die Wellenldngen gross
sind im Vergleich zur Grosse der Einheitszelle. In einem dreidimensionalen Gitter findet
man die gleiche Art von Schwingungen. Allerdings werden hier nicht mehr einzelne
Atome ausgelenkt wie im eindimensionalen Fall, oder Volumenelemente wie im
kontinuierlichen Fall, sondern ganze Netzebenen. Die Eigenmoden des drei-
dimensionalen Gitters bestehen aus der Auslenkung von Netzebenen entweder parallel
oder senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Allerdings stimmt dies nur dann exakt wenn
der Wellenvektor parallel zu einer Symmetrieachse des Gitters liegt - beim kubischen
Gitter beispielsweise entlang der (100), (110), oder (111) Richtung. Im allgemeinen Fall
bewegen sich die Gitteratome weder senkrecht noch parallel zur Ausbreitungsrichtung,
sondern besitzen sowohl longitudinale wie auch transversale Komponenten. Dies fiihrt
auch dazu, dass der Energietransport nicht in Richtung des Wellenvektors laduft.

Weil fiir jede Ausbreitungsrichtung andere |Folje: Ausbreitungsrichtung
Komponenten des Elastizitéitstensors  die

Schallgeschwindigkeit bestimmen ist die Schallgeschwindigkeit ist in einem Kristall

Gitterschwingungen 23. January 2019
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anisotrop. In der Figur stellt die Kurve fiir eine bestimmte Frequenz o die Linge des
zugehorigen Wellenvektors k als Funktion der Richtung dar. Die Schallgeschwindigkeit
vg = do/dk = w/k ist indirekt proportional zur Linge dieser Vektoren. Diese Kurve, die

man sich als dreidimensionale Oberfliche im Raum vorstellen muss, wird deshalb als
,Langsamkeitsoberfliche* bezeichnet. Die Ausbreitungsrichtung des Schalls steht
senkrecht auf dieser Flidche. Dies zeigt dass auch die Richtung der Schallausbreitung
nicht parallel zum Wellenvektor ist, ausser bei speziellen Richtungen mit hoher
Symmetrie.

Seit neuestem kann man die |Folje: Schallausbreitung im Festkorper
Schallausbreitung in  einem

Festkorper direkt sichtbar machen. Dazu regt man mit einem Laser an einer Stelle eines
Kristalls kurzfristig akustische Schwingungen an und beobachtet auf der Riickseite des
Kristalls die dadurch induzierten Auslenkungen. Man sieht deutlich wie die Anisotropie
des Kristalls zu einer nichtsphérischen Schallausbreitung fiihrt.

4.4 Zweiatomige Basis

Wir betrachten als néch-
stes den Fall von zwei unter-
schiedlichen ~Atomen pro
Elementarzelle. Dieser Fall
hat keine Entsprechung im
Kontinuums-Modell.

Fiir die beiden Atomsorten gelten die Bewegungsgleichungen
Mjug=C(vg+ vg1-2uy), Mjp vi=C(ugy) +ug-2vy) .
Als Losungsansatz wihlen wir
ug=Ugexp(iksa)exp(-iot), vg = Vg exp(i k (s—%) a)exp(-iot) .
Wir betrachten also eine Welle bei der die beiden Atomsorten unterschiedlich stark,

jedoch mit der gleichen Frequenz und dem gleichen Wellenvektor ausgelenkt werden
(sonst wire es keine Welle). Durch Einsetzen erhalten wir

-M; ©2 Uy =2C Vg cos(k a/2) - 2 C Uy
-Mjy 02 V=2 C Upcos(k a/2) -2 C Vg .

Diese Gleichungen sind homogen und linear und wir haben drei Unbekannte (®, Uy,
Vo). Eine Losung existiert nur wenn die Determinante des Gleichungssystems ver-
schwindet, d.h.

Gitterschwingungen 23. January 2019
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2C-Mw®  -2Ccos(ka/2) _ 0

-2Ccos(ka/2) 2C- Mzm2

oder
M Myo® - 2 C(M[+My)w? + 4C3(1-cos?(ka/2)) = 0 =

M Myo® - 2 C(M[+My)w? + 4C%(sin%(ka/2)) = 0

Wir betrachten dies als eine quadratische Gleichung fiir w?. Die allgemeine Losung ist

3

4 2 ka

1 1) :
C[M, t\h. Jlm, M) MM,

Wir betrachten zunéchst den Grenzfall grosser Wellenldngen, also ka « 1. Dann kdnnen

wir die Frequenz annédhern als

2

! 1) k%
® ~C[M, Mj, J[M, MJ _Mlt:'h =

Ly A1)k
C[ M, V) IC“M, ;) - ’M,I\h [M, M, |‘
11 ' k’a’ ‘

L)
C[ M, V) IC“M, *M,) T 2M, + M)

Fiir das negative Vorzeichen erhalten wir
2> 1122 C/M+Mp) oder oy=ka |
- a-= 2(M,; +M,)

1
2

Dies entspricht genau dem Resultat das wir erwarten wiirden, wenn beide Massen
identisch wiren, jeweils mit der Masse (M +M5)/2. Die Amplituden werden dann zu

-M; 02 Up=2CVy-2CU
“My 02 Vp=2CUp-2C V.

Da o-> 0 muss die Auslenkung der beiden Massen etwa identisch sein

Uy=V,.

Zeichnung akustischer Ast

Diese Schwingung entspricht somit weitgehend
23. January 2019
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dem Fall identischer Massen.

Der zweite Losungsast ergibt sich aus dem +-Zeichen der Frequenz. Wir erhalten

w02 = 2C(1/M1 + 1/M»)

Interessant ist dass hier die Frequenz hoch ist, auch fiir sehr kleine Wellenvektoren. Dies
wird erst verstindlich wenn wir uns auch die Auslenkungen anschauen. Es gilt

- M 2C(1/Mj + 1/M5) Uy =2 C Vg - 2 C Uy

-Mp2C(1/M1 + 1/M5) Vg=2CUp-2C Vy
oder

Uo/Vo = -My/M ,

dh. die beiden Atomsorten |Folje Opt./ akustische Schwingungen

bewegen sich gegenphasig und die

Frequenz ist gegeben durch die Kraftkonstante und die reduzierte Masse. Wir haben also
wiederum eine Art stehende Welle vorliegen. Diese Art von Schwingungen unterscheidet
sich aber wesentlich von den Schwingungen die wir aus dem einatomigen Gitter kennen,
insbesondere wenn die beiden Atomsorten unterschiedlich geladene Ionen darstellen: in
diesem Fall wird im Kristall ein oszillierendes elektrisches Dipolmoment angeregt.
Dieser Schwingungstyp wird deshalb als optischer Ast bezeichnet. Im Gegensatz dazu

wird der niederfrequente Ast akustischer Ast genannt.

Interessant ist auch die Frequenz am Rand der Brillouin-Zone. Fiir k = 5t/a erhalten wir

2

NP U S U TPy [ 1)y __4
o= C( 3+ 313 -C\h M, "M, T MM,
sodass

L2 2C 2C

Die Amplituden sind gegeben durch
M; ©?Uy=2C U
M, 2 Vg=2C V.
Dies ergibt fiir w?=2C/M 1

Gitterschwingungen
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2CUp=2CU
2CMp /M| Vg=2CV.
oder
Vo =0, Uy = beliebig
Fiir o2 = 2C/M; erhalten wir analog

Up =0, Vg = beliebig .

Offenbar schwingen die beiden Atomsorten hier |Folie Dispersionsrelationen
unabhiingig voneinander. Je eine Atomsorte wird

nicht ausgelenkt. Wie die Dispersionsrelationen zeigen gibt es einen Bereich zwischen
den beiden Zweigen, wo keine Schwingungsfrequenzen auftreten. Dieser sogenannte
"verbotene" Bereich hingt von den unterschiedlichen Massen ab.

Wenn die beiden Massen identisch sind verschwindet dieser verbotene Bereich, die
beiden Aste beriihren sich am Rand der Brillouin-Zone. Diese Situation entspricht aber
gerade dem Fall einer zweiatomigen Basis, also einem nicht-primitven Gitter. Das
bedeutet dass die erste Brillouinzone eigentlich doppelt so gross ist, wenn wir das
primitve Gitter im direkten Raum betrachten. Durch die Wahl eines nicht primitiven
Gitters wird ein Teil des Kurvenverlaufs gefaltet und erscheint als optischer Ast.

4.5 Phononen

Wie beim harmonischen Oszillator konnen die Gitterschwingungen in diskrete
Zustinde angeregt werden. Die Energie der entsprechenden Zusténde betragt

£ = (n++)ho .

l

Die ganze Zahl n indiziert die Anzahl Phononen in dieser Mode. Der Term = zeigt an,

dass immer eine Nullpunktsenergie existiert.
Gemiss der Beziehung von deBroglie kann man den Phononen einen Impuls p = hk

zuordnen. Es ist aber wichtig zu realisieren, dass es sich hierbei nicht um einen
physikalischen Impuls der Gitteratome handelt.

Wie man sich leicht iliberzeugen kann ist dieser fiir alle Zeichnung Welle
Anregungen gleich null, ausser wenn k = 0. Es ist aber trotzdem
niitzlich, diese Grosse als Impuls zu betrachten und man bezeichnet sie hédufig als
Kritallimpuls. Auf diese Weise kann man z.B. inelastische Streuung von Photonen

Gitterschwingungen 23. January 2019
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erklédren, bei denen die Impulserhaltung gilt sofern man den Kristallimpuls des gestreuten
Phonons bertiicksichtigt.

Phononen konnen angeregt werden durch inelastische Neutronenstreuung. Bekanntlich
wechselwirken Neutronen mit den Atomkernen. Die Impulserhaltung fordert

Ik+(l]=lk'ik,

wobei i{, k' die Wellenvektoren des einfallenden, resp. gestreuten Neutrons bezeichnen,
(G einen Gittervektor, und K dg:n Wellenvektor eines Phonons. Der Gittervektor kann
immer so gewéhlt werden dass K in der ersten Brillouin Zone liegt. Das Vorzeichen ist
positiv wenn ein Phonon erzeugt, negativ wenn eines vernichtet wird. Natiirlich muss
gleichzeitig die Energieerhaltung gewihrleistet sein, d.h. die Energie des Phonons muss
vom Neutron aufgenommen, resp. abgegeben werden.

Die gleichzeitige Anderung von Energie und Impuls kann dazu benutzt werden, die
oben skizzierten Dispersionsrelationen zu messen. Dafiir sind langsame Neutronen ideal
geeignet, da sowohl ihr Impuls, wie auch ihre Energie im Bereich der Phononen liegen.
Eine solche Messung benutzt z.B. ein sog. Dreiachsenspektrometer.

Diese drei Achsen entsprechen dem |Fglje Dreiachsenspektrometer
Monochromator, welcher Energie und Impuls

der einfallenden Neutronen bestimmt, der Probe, wo die inelastische Streuung stattfindet,
sowie dem Analysator, wo Energie und Impuls der gestreuten Neutronen gemessen
werden. Wie bereits im Falle der einatomigen Basis erwihnt erhilt man jeweils drei
unterschiedliche Phononenarten, eineen longitudinalen Ast, bei dem die Atome in
Richtung des Wellenvektors ausgelenkt werden, sowie zwei transversale Aste, bei denen
die Auslenkung senkrecht zum Wellenvektor ist. Die Frequenz aller drei Aste ist i.a.
verschieden. Aufgrund der Kristallsymmetrie konnen aber die beiden transversalen Aste
entartet sein. Diese Messpunkte stellen die Dispersionsrelation von Al dar, im rechten
Bild fiir den Fall wo der Wellenvektor parallel zur 101 Richtung ist, also zu einer
Flachendiagonale der FEinheitszelle, im linken Bild parallel zur x-Achse, wo die
Kristallsymmetrie verlangt, dass die beiden Transversalwellen entartet sind.

Im Fall einer Zweiatomigen Basis kommen |Fglie Dispersion in KBr
zusitzlich drei optische Phononenzweige dazu.

Natiirlich kann ein Material beliebig viele Atome pro Folie Naphthalin
Einheitszelle enthalten. Allgemein kommen pro Atom drei
zusitzliche Phononenzweige dazu.. Dies ist hier fiir Naphthalin gezeigt.
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4.6 Energie der Gitterschwingungen

Wir mochten zunédchst den Energieinhalt einer einzelnen Gitterschwingung bei der
Temperatur T berechnen. Dafiir gehen wir aus von der Boltzmann-Verteilung, welche
das Verhiltnis der Besetzungszahlen zweier benachbarter Zustéinde beschreibt

Ny+1/Np = exp(-ho/kgT)
Die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir den Zustand mit n Phononen ist damit
N/2Zg Ng = exp(-n ho/kgT) / 24 exp(-s ho/kgT)
und die mittlere Anregung
<n> =23 s Ng/ 23 Ng = 2 s exp(-s ho/kgT) / Zg exp(-s hoo/kgT) .
Wir benutzen die Abkiirzung x = exp(-hw/kgT), sodass
<n>=X¢sx%/ Xg x°
Wir benutzen folgende Summenformeln:
Y, x° = geometrische Reihe = 1/(1-x) ;
S5 xS =x - B x = x - (1/(1%)) = x/(1-x)2
dx dx
und damit
Tsx8 /X x5 = (x/(1-x)?) / (1/(1-x)) = x/(1-X)

Damit erhalten wir fiir die mittlere Anregung

|
explhw /kgT) -1 -

<n> = x/(1-x) =

Dies ist die Planck-Verteilung. Die mittlere Energie einer Gitterschwingung betrigt
damit

_ hiw
~expltho /kgT) -1 -

<E>

Fiir hohe Temperaturen, T » hwo/kg konnen wir die Exponentialfunktion entwicklen und
erhalten
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d.h. die mittlere Phononenzahl ist - bei hohen Temperaturen - proportional zur Tempera-
tur. Dies stimmt auch iliberein mit dem semiklassischen Aquipartitionsprinzip.

Um die gesamte in Kristallschwingungen gespeicherte Energie zu berechnen miissen
wir liber sdmtliche Schwingungsfreiheitsgrade summieren. Wie bereits erwédhnt gehoren
zu jedem Wellenvektor 3 Polarisationsfreiheitsgrade. Insgesamt miissen im Kristall pro
Atom 3 Schwingungsmoden existieren. Die Summe {iiber alle Freiheitsgrade wird am
besten als Integral iiber eine kontinuierliche Verteilung geschrieben

hiw
exp(hw /kgT) -1~

U= [do Dy(o)

wobei Dy (o) die Zustandsdichte bezeichnet, also die Anzahl Zustiinde deren Energie

zwischen ® und o + do liegt. Fiir die Berechnung dieser Grosse betrachten wir zunéchst
die Zustandsdichte im k-Raum.

Dazu -~ verlangt = man, ~dass die |Zajchpung Zustinde im k-Raum
Schwingungen 1m  direkten = Raum

periodisch sind, mit einer Periode L = N a, N » 1. Dies bedeutet, dass im reziproken
Raum nur Wellenvektoren mit kx’y,Z = +2n7w/L mit n = 0, 1, .... N vorkommen konnen.

Die Zustandsdichte (pro Polarisation) im k-Raum wird damit

— Vs

(2n/LYy

mit V = L3 dem Volumen des betrachteten Kristallvolumens. Die Dichte ist somit
konstant und proportional zum Volumen des Kristalls.

Die gesamte Zahl von Zustdnden, deren Wellenvektor kleiner als k ist ergibt sich
damit aus der konstanten Dichte multipliziert mit dem Volumen einer Kugel mit Radius
k zu

N(k) = (L/27)3(4rk3/3) = k3 V/(61%)
Die Zustandsdichte im Frequenzraum erhalten wir durch Ableitung nach ®

D(0) = dN(o)/do = dN(k)/dk dk/dw = V k2272 dk/do

Wir konnen also die Zustandsdichte und damit den Energieinhalt und die spezifische
Wirme berechnen wenn wir die Dispersionrelation (k) kennen.
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4.7 Debye-Modell der Spezifischen Wirme

Die Debye-Niherung besteht in der Annahme einer konstanten Schallgeschwindigkeit
vg, was fiir die Dispersionsrelation

o =vgk oder k=w/vg

ergibt.

Dies ist offensichtlich eine gute Néherung Zeichnung Dispersionsrelation
fiir kleine Wellenvektoren, wo die Schall-

geschwindigkeit konstant ist. Wir erwarten Abweichungen wenn kurze Wellenldngen
relevant sind.

Mit dieser Ndherung wird die Zustandsdichte
D(®) = V 02/(2m2vg’)

Im Debye-Modell wird ausserdem angenommen, dass vg und damit die Zustandsdichte

im k-Raum isotrop sei. Damit kommen alle Wellenvektoren vor, welche kleiner sind als
der Maximalwert kp. Diese Kugel ersetzt somit im Debye-Modell die erste Brillouin-

Zone. Thre Grosse ist durch die Anzahl der Moden gegeben, welche gerade gleich der
Anzahl N, der Atome im Kiristall sein muss :

N, = (L2m)3(4nkp/3) = (L kp)3/(672)
sodass
kp = (672N )3/L = (652 N,/Vv)1/3
wobei V = L3 das Kristallvolumen darstellt. Die zugehorige Grenzfrequenz betrigt
op = vg (672 N,/V)173

Diese ist somit (sinnvollerweise) nur von der Dichte N,/V, und nicht von der Anzahl

Zellen oder dem Kristallvolumen abhingig. Im Debye-Modell ist die Zustandsdichte also
gegeben durch

D(®) =V 02/Qn?vg’)  fir o <op

D(w)=0 fiir O > Oy .

Die gesamte Energie der Gitterschwingungen erhalten wir durch Integration iiber
samtliche Frequenzen und Polarisationen als

Gitterschwingungen 23. January 2019



- 16 -

U = [do D(®) <E(®)> = [do D(®) <n(®)> ho =
wp
[dw V 0%/(2n?vg?) ko/(exp(ho/(kgT))-1) .
]

Falls die Schallgeschwindigkeit nicht von der Polarisation abhidngt konnen wir die
gesamte Energie erhalten indem wir mit der Anzahl 3 der Polarisationen multiplizieren.

wp
U =3Vh/Qr*vs®) [dw o¥/(exptho/(kgT))-1)
]

Wir substituieren

x = ho/(kgT) oder o =xkgT/h und do =dx kgT/h

Damit wird

XD
U = 3Vkg*T¥(2n?vgh?) [dx x3/(e*-1)
0

Wir definieren die Debye-Temperatur
0 = hop/kg = hvg/kg (672 N,/V)173 .

Diese gibt die Temperatur an, unterhalb derer sich bei der spezifischen Wérme
Quanteneffekte bemerkbar machen.

Sie ist proportional zur Schallgeschwindigkeit |Folie: Debye-Temperaturen
des Materials und somit hoher fiir harte

Materialien. Typische Metalle haben Debye Temperaturen die nahe bei der Raum-
temperatur liegen. Das Maximum wir erreicht beim Diamant, wihrend die Edelgase,
welche Van der Waals Kristalle bilden, eine relativ niedrige Debye-Temperatur haben.

Mit dieser Definition wird
xp = 0/T = hvg/(kgT) (672 N,/V)1/3
oder
(6/T)3 = (hvg/(kgT))> (672 N,/V) .

Wir multiplizieren die Energie mit der rechten Seite dieser Gleichung und dividieren
durch die linke Seite.
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p
U =9kgT N, (T/0)° [dx x3/(e*-1).
0

4.8 Spezifische Wirme im Debye-Modell

Praktisch misst man nie den gesamten Ener- |Fglje spezifische Wirme
gieinhalt, sondern die Anderung der Temperatur pro

zugefiihrte Energieeinheit, resp. die spezifische Wirme, d.h. die Anderung der Energie
pro Temperatureinheit. Wenn wir diese mit Hilfe der klassischen Mechanik berechnen
erhalten wir einen Wert von rund 3RT = 25 kJ/MolK, unabhingig vom Material.
Tatsdchlich findet man experimentell fiir viele Materialien einen Wert in dieser
Grossenordnung, wie hier fiir Germanium und Silizium gezeigt. Fiir tiefere
Temperaturen T < 6 hingegen fillt die spezifische Wéarme stark ab und geht gegen Null.
Dies ist ein Effekt der Quantenmechanik, den man mit einem relativ einfachen Modell
gut beschreiben kann.

Die spezifische Wirme ist gegeben durch die Ableitung nach der Temperatur
L] D
cy = dU/T = d/dT 3VR/(27*vs®) [dw o/(exptro/(kpT))-1) .
]
L] D
= 3VE/(27Pvs kgT?) [dw o exp(ho/(kpT)/(expho/(kgT))-1)* .
]
D
=9kpg N, (T/0)° [dx x*e¥/(eX-1)? .
(0

Fiir hohe Temperaturen (d.h. kleines x) konnen wir diesen Ausdruck annéhern durch

D
cy=9kg N, (T/6)° [dx x>=3kgN,=3R=24.94JKMol !,
(0

d.h. dem klassischen Wert. In diesem Bereich sind alle Gitterschwingungen vollstidndig
angeregt und die Quantisierung spielt keine Rolle mehr.

Wie die Figur zeigt ndhert sich die |Folie spez. Wirme nach Debye
Molwirme fiir hohe Temperaturen dem

klassischen Wert an. Fiir niedrige Temperaturen erhilt man aber wesentlich tiefere
Werte, welche fiir T->0 gegen Null gehen.
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4.9 Das T3 Gesetz

Fiir kleine Temperaturen finden wir eine gute Niherung fiir die Energie indem wir die
obere Grenze des Integrals xp =0/T gegen unendlich gehen lassen.

U = 9kpT N, (T/0)° [dx x3/(e*-1) .
)}

Fiir die Integration benutzen wir dass
X 1/a% = 1/(a-1)
indem wir setzen a = e*. Damit wird

[dx 3/(eX-1) = fdx x3 Zge™X =5 [dx x X,
] (0 (0

Fiir das Integral finden wir in einer Tabelle

Jdx xM e =X T _g 1 (-1 m!x™T/((m-r)! a1y
Fiir m=3, a = -s erhalten wir

Jdx x3 &% =X 2o 3 (-1)" m!x3T/((3-r)! a1y .

An der oberen Grenze des Integrals (o¢) verschwinden alle Terme. An der unteren Grenze
(x=0) verschwinden ebenfalls alle Terme ausser r=3. Damit wird

fd.\' x3 78X = /5%
0

und

[dx x3/(eX-1) =6 5 1/s* =n¥/15
(0

wobei fiir die Summe wiederum auf eine Formelsammlung verwiesen werden muss.

Damit wird die Energie
U =31%5 kgT N, (T/6)3
und die Wirmekapazitiit
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cy = dU/T = 120%/5 kg N, (T/0)3 = 234 kg N, (T/6)>

Diese Form ist als Debye'sches T3 Gesetz oder Debye'sche T3 Néherung bekannt.

Die Daten auf der Folie zeigen die |Folie Ar bei tiefen Temperaturen
spezifische Wirme von Argon bei tiefen

Temperaturen. Offenbar ist die Nédherung in diesem Fall recht gut erfiillt. Dies mag
zundchst erstaunen, ist das Modell doch relativ einfach und wurde insbesondere die
Tatsache dass die Schallgeschwindigkeit an der Oberfliche der Brillouin-Zone gegen
Null geht tiberhaupt nicht beriicksichtigt. Die Moden in diesem Bereich sind aber gerade
die mit den hochsten Energien und deshalb bei tiefen Temperaturen praktisch nicht mehr
angeregt.

Man kann das T3 Gesetz auch mit Hilfe eines noch einfacheren Modells herleiten.
Dazu nimmt man an, dass alle Moden, deren Phononenenergie klein ist gegeniiber der
thermischen Energie, ho < kgT vollstindig angeregt sind, alle Moden mit hoherer

Energie gar nicht. Fiir die Wellenvektoren bedeutet dies: Alle Moden mit Wellenvektor
k < kT = kBT/hVS

sind vollstindig angeregt sind, alle kiirzwelligeren Moden gar nicht. Vollstindig
angeregt sind alle Moden bei der Debye-Temperatur 0, bei einer beliebigen Temperatur

T ist die relative Anzahl angeregter Moden damit gleich (T/6)3.

Da die Gesamtenergie bei vollstindig angeregten Moden dem klassischen Wert von 3
N7 kg T entspricht, ist die Energie in diesem Modell

U=3Ny kg T (T/0)°.
Die spezifische Wirme wird damit
cy =dU/dT = 12 Ny kg (T/0)° .

Die T3—Abh'2ingigkeit spiegelt also einfach wieder, dass die Anzahl der Moden in einer
Kugel des k-Raumes proportional zur dritten Potenz des Radius dieser Kugel ist.

Im Debye-Modell hatten wir angenommen, Zeichnung Zustandsdichte
dass die Zustandsdichte konstant sei. Einstein hat

ein noch einfacheres Modell aufgestellt, wo alle Phononen die gleiche Energie haben;
hier ist die Zustandsdichte also eine d-Funktion. Im allgemeinen Fall kann die Funktion
relativ kompliziert sein. Man erhilt sie indem man das Volumen zwischen den beiden
Flichen mit Frequenz ® und w+do im k-Raum berechnet. Das allgemeine Resultag
lautet
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D(w) = V/(2m)® [dSe/vg

wobei dS, das Flichenelement darstellt und v, die Gruppengeschwindigkeit.

Das Integral lduft tber die gesamte Iso-Fre- |Fglie Iso-Frequenzﬂﬁche
quenzfliche mit Frequenz o.

Die Zustandsdichte hat offenbar immer dann Singularititen |Fglje Singularitéiten
wenn die Gruppengeschwindigkeit gegen Null geht, wie
z.B. im obigen Modell an der Grenze der Brillouin-Zone.

4.10 Anharmonische Effekte

Bisher haben wir im Potential der einzelnen Atome nur den quadratischen Term
beriicksichtigt. Dies hat eine Reihe von Konsequenzen fiir die Resultate:

*  Wir erhalten Wellen, die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sind. Es gibt
keine Wechselwirkungen zwischen den Moden

*  Das
Volum
en des Kristalls ist temperatur-unabhéngig, d.h. der Warmeausdehnungskoeffizient
verschwindet.

Zeichnung: harmonisches / anharmonisches Potential

* Die elastischen Konstanten sind nicht abhingig von Druck und Temperatur und
sind identisch fiir adiabatische oder isotherme Bedingungen.

*  Die spezifische Wirme nihert sich fiir hohe Temperaturen dem klassischen Wert
an.

Wenn anharmonische Terme vorkommen koppeln diese die Phononen aneinander. Sie
fiihren damit zu Phonon-Phonon-Streuung, Summenerzeugung etc. Auch die Wirme-
ausdehung ist ein Effekt der Anharmonizitit im Kristall. Sie ist proportional zum dritt-
Ordnungs Term des Potentials, dem niedrigsten Term, welcher die Symmetrie des
Potentials stort: er sorgt dafiir, dass bei hoher angeregten Zustédnden der Schwerpunkt bei
grosseren Distanzen liegt.

Das ~ Potential und ~ damit der |Zejchnung: Ausdehnungsellipsoid
Wirmeausdehnungskoeffizient sind in

Kristallen im allgemeinen anisotrop. Eine Kugel mit Radius r wird durch eine
Temperaturerhohung deshalb in ein Ellipsoid verformt. Ein Punkt (X, y, z) geht durch die
Erwidrmung in den Punkt (x+dx, y+dy, z+dz) iiber, wobei die Verschiebung (dx, dy, dz)
gegeben ist durch
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(dx|  (Br1 Pz Piz) (x)
ar|dy|=|Piz B2 Bas|-|y
dz) Pi1s P2z Ps3) \z)

und der symmetrische (B12 = B>1) Tensor () den linearen Wirmeausdehnungskoeffi-
zienten darstellt. Wie {iblich ldsst sich dieser Tensor in einem Koordinatensystem
schreiben, in dem er diagonal wird. Die entsprechenden Richtungen sind gegeben durch
die Symmetrie des Kristalls und die Diagonalelemente heissen Hauptausdehnungs-
koeffizienten f3;.

Falls in einem Kristall Symmetrieachsen vorhanden sind, miissen die Hauptachsen
entlang der Symmetrieachsen orientiert sein.

Ist die Zihligkeit
dieser Achsen > 2, so
miissen die Hauptwerte senkrecht zu dieser Achse identisch sein. In einem kubischen
Kristall sind die drei Koeffizienten deshalb aus Symmetriegriinden identisch.

Zeichnung: Symmetrieachsen / Hauptachsen

4.11 Wirmeleitung

Ein wirklicher Wirmetransport durch Phononen kann nur stattfinden wenn die
Phononen selber ein thermisches Gleichgewicht mit den iibrigen Freiheitsgraden
erreichen. Wir miissen deshalb die Wechselwirkungen betrachten, die ein solches Gleich-
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gewicht erzeugen konnen. Ohne diese Prozesse stellt sich im Kristall keine
Temperaturverteilung ein.

Zeichnung: Temperaturverteilung

Wechselwirkungen finden z.B. statt,
wenn das Gitter nicht ideal ist. Man bezeichnet dies als Stosse der Phononen mit
Gitterfehlern.

Die Stosse der Phononen mit statischen Zeichnung Stoss mit Gitterfehler
Gitterfehlern fithren nicht nur zu

Anderung der Energie, die Frequenz des einlaufenden und auslaufenden Phonons sind
identisch. Interessanterweise fiihren auch Dreiphononenprozesse,

Ik1+i\'2=lk3,

bei denen die Impulserhaltung gilt, nicht zu einem thermischen Gleichgewicht oder
einem Wirmewiderstand. Verantwortlich dafiir sind die sogenannten Umklapp-Prozesse,
WO

i\'1+ i\'2= i\'3+(l]

Dies geschieht immer dann wenn der resultierende |Folje Umklapp-Prozesse
Wellenvektor aus der ersten Brillouin-Zone

herausragt. Wie wir gesehen haben sind solche Wellenvektoren physikalisch ohne
Bedeutung und der Impuls ist immer nur modulo einen Vektor des reziproken Gitters

definiert. Prozesse, bei denen (G =0 ist werden N- oder Normal-Prozesse genannt.

Gemiss der kinetischen Gastheorie ist die Wirmeleitung K eines Mediums gegeben
durch

K=13Cv/,

wobei C die spezifische Wirme der Phononen ist, v deren Geschwindigkeit, und [ die
mittlere freie Weglidnge. Diese wird in erster Linie bestimmt durch die Streuung an
Kristallfehlern und anderen Phononen. Bei hohen Temperaturen dominiert die Phonon-
Phonon Streuung. Bei der Phonon-Phonon Streuung tragen nur U-Prozesse wesentlich
bei.

Diese finden nur dann statt wenn | Zejchnung: Bedingung fiir U-Prozesse
der resultierende Wellenvektor |k

+ L’zl langer ist als der Radius der ersten Brillouin-Zone. Phononen, die diese Bedingung
erfiillen haben relativ hohe Energien von der Grossenordnung kg 6/2. Bei niedrigen
Temperaturen sind nur wenige solche Phononen vorhanden. lhre Zahl nimmt gemdiss
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Boltzmann mit exp(-0/2T) ab. Wir erwarten deshalb, dass die mittlere freie Weglénge in
diesem Bereich proportional zur Anzahl Phononen ist, deren Energie grosser ist als die
halbe Debye-Energie. Damit ist
1/[~ <# Phononen mit Energie > 0/2> = (D(op/2) / (eh@D/ (2kBT)—1)
und damit
(= (e2D/EBD._1)/(D(wp/2)
oder, mit der Debye-Temperatur
6 = hop/kg und D(ep/2) ~ op2
[~ Y1102 .

Fir hohe Temperaturen T » 0 wird die mittlere freie Weglinge damit indirekt
proportional zur Temperatur

[~1/T.

Fiir einfache I?risj[alle. findet man auc.:h tgts'zighlich eine |Folie: 1/T Verhalten
Temperaturabhingigkeit der Wiarmeleitfihigkeit, welche
proportional zu 1/T lduft. Wenn die Kiristalle komplexer werden, und insbesondere
unterschiedliche Atome enthalten, wird das Phononenspektrum zu kompliziert als dass es
noch mit dem hier verwendeten einfachen Modell behandelt werden koénnte. Die 1/T
Abhingigkeit stimmt ebenfalls nicht bei amorphen Materialien, wie z.B. Quarzglas. In
diesem Fall ist schon das Konzept eines Phonons etwas fragwiirdig, da die Bindungs-
starke von Atom zu Atom variiert und die mittlere freie Weglidnge aufgrund der hohen
Defektdichte praktisch nur noch einer Bindungslinge entspricht. In diesem Fall
dominiert die Streuung an statischen Gitterfehlern tiber die Phononen-Phononen Streu-
ung und unsere obigen Annahmen stimmen nicht mehr.

Fiir niedrige Temperaturen T « 6 wird

[~el/T

Zeichnung: Temperaturabhingigkeit der mittleren freien
Weglange

Die mittlere freie Weglidnge nimmt also mit abnehmender Temperatur zu. Oberhalb
der Debye-Temperatur ist diese Zunahme linear in der Temperatur, unterhalb wird sie
exponentiell. Dies gilt solange Phonon-Phonon Streuung den dominanten Beitrag dar-

Gitterschwingungen 23. January 2019



- 24 -

stellt. Wenn der Beitrag der Kristallfehler dominant wird, wird die freie Wegldnge
temperaturunabhiingig. Streuprozesse finden dann nur noch an Kristallfehlern und an der
Oberflache statt, wo ebenfalls Kristallfehler vorhanden sind. Bei gut polierten
Oberflachen konnen Phononen aber elastisch gestreut werden, sodass die mittlere freie
Weglinge gross gegeniiber den Kristalldimensionen wird. Phononen breiten sich dann
ballistisch, also ohne Streuung im Kristall aus.

Ein Beitrag zur Streuung kann auch die Isotopen- |Fglje: Isotopen / T3
verteilung sein: unterschiedliche Massen der Gitteratome
wirken fiir Phononen genau wie Gitterfehler und fithren zu Streuung. Diese Effekte
konnen recht gross sein, auch bei geringen Anteilen ‘falscher’ Isotope. In Diamant, z.B.,

wo in natiirlicher Hiufigkeit ca 1% der Atome 3¢ Isotope sind, kann die Wirme-
leitfahigkeit nochmals stark gesteigert werden wenn die Diamanten aus isotopenreinem
Kohlenstoff erzeugt werden.

Die Wirmeleitfahigkeit hidngt nicht nur von der freien Wegléinge ab, sondern auch von
der Wirmekapazitit. Bei tiefen Temperaturen, wo die freie Wegldnge temperatur-
unabhingig wird, erwarten wir somit ein dhnliches Verhalten wie bei der Wirmeka-
pazitit, die mit der dritten Potenz der Temperatur abnimmt.

Folie: Ubersicht Temperaturabhiingigkeit der Wirmeleitfzihig-
keit

K ~ (T/0)3 .
Grob gilt also

T>0:[~1/T , K~1/T , cy ~konstant
TL<T<€):[~el/T,K~e1/T , cy~~T

T<Tp:(~d,K~T3 | cy~T3
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